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1. De qué trata esta clase

En esta primera clase ponemos los cimientos de todo el curso. La pregunta de fondo es muy
simple de enunciar y muy poderosa: jcémo le asignamos un ntiimero a la incertidum-
bre? Ese niimero es la probabilidad.

Como cientificos sociales trabajamos casi siempre con datos que provienen de un proceso in-
cierto: a quién cae en una encuesta, qué hogar resulta pobre, qué estudiante aprueba. Antes
de analizar esos datos necesitamos un lenguaje preciso para hablar de azar. Ese lenguaje tiene
tres piezas: espacio muestral (sample space), eventos (events) y probabilidad (pro-
bability). Cuando todos los resultados son igualmente probables, calcular probabilidades se
reduce a contar — por eso cerramos con combinatoria (counting / combinatorics).

Probabilidad no es “adivinar el futuro”. Es contabilidad de posibilidades: medir qué frac-
cion de los escenarios posibles coincide con lo que nos interesa.

2. Espacio muestral y eventos

Definicién 2.1 (Espacio muestral). El espacio muestral (sample space) S de un expe-
rimento es la coleccién de todos los resultados posibles. Cada resultado individual se llama
punto muestral (sample point).

Definicién 2.2 (Evento). Un evento (event) A es cualquier subconjunto de S (puede ser
un solo resultado, todo S, o el conjunto vacio @). Si el resultado observado pertenece a A,
decimos que el evento ocurrio.

Como los eventos son conjuntos, usamos el lenguaje de la teorfa de conjuntos: unién (AU B,
“A o B”), interseccién (AN B o AB, “A y B”) y complemento (A¢, “no A”). Valen todas
las propiedades usuales (asociativa, conmutativa, distributiva) y algunos resultados utiles:

AcCB=AUB=B, ACB=ANB=A, AUA°=S.

Definicion 2.3 (Mutuamente excluyentes y exhaustivos). A y B son mutuamente exclu-
yentes (mutually exclusive / disjoint) si no comparten resultados, es decir AN B = @.
Son exhaustivos (exhaustive / complementary) si su unién es todo S.

Ejemplo 2.1 (Una encuesta de hogares). Encuestamos a un hogar peruano y registramos
su condicién de pobreza. Un espacio muestral posible es

S = {pobre extremo, pobre no extremo, no pobre}.

El evento “el hogar es pobre” es A = {pobre extremo, pobre no extremo}. Su complemento
A° = {no pobre}. Los tres puntos muestrales son mutuamente excluyentes (un hogar cae en
una sola categoria) y exhaustivos (cubren todo S).
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Ejemplo 2.2 (Dos lanzamientos de una moneda). Lanzamos una moneda dos veces y ano-
tamos cara (C) o sello (S). El espacio muestral es

S={cc, CS, SC, SSY,  n(S)=4.

El evento “sale exactamente una cara” es A = {CS, SC}.

3. Probabilidad: los axiomas

A cada evento A le asignamos un nimero P(A). No cualquier asignacion sirve: debe respetar
tres reglas (los axiomas de Kolmogorov).

Axiomas de probabilidad (Kolmogorov)

Una probabilidad sobre S es una funcién P que a cada evento le asigna un ntimero y
cumple:

A1l. P(A) > 0 para todo evento A. (no negatividad)

A2. P(S)=1. (normalizacién)

A3. Si Ay, A,, ... son disjuntos dos a dos, entonces IP(U Ai) =Y P(4;). (aditividad)

)

De estos tres axiomas se deduce todo lo demés. Las consecuencias que mas usaremos:
P(A°) =1 —P(A), 0<PA) <1, AC B=P(A) <P(B),
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) (regla de la suma / inclusién—exclusién).

El axioma 3 dice que si los pedazos no se solapan, las probabilidades se suman. La regla
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AB) corrige el doble conteo cuando si se solapan: restamos
una vez lo que contamos dos veces.

Ejemplo 3.1 (Usando la regla de la suma). En una poblacién, P(tiene empleo formal) =
0.45 y P(tiene seguro de salud) = 0.60. Si P(ambos) = 0.35, ;cuél es la probabilidad de tener
al menos uno de los dos?

P(formal U seguro) = 0.45 + 0.60 — 0.35 = 0.70.

Y la de no tener ninguno: 1 — 0.70 = 0.30.

4. Espacios muestrales simples: probabilidad por con-
teo

Definicion 4.1 (Espacio muestral simple). Un espacio muestral simple (simple sam-
ple space) es uno con un nimero finito de resultados igualmente probables. Si n(-) cuenta
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elementos, entonces

P(A) = ——= (casos favorables sobre casos totales).

Esta es la idea méas poderosa de la clase: si todos los resultados son igualmente
probables, calcular una probabilidad es solo contar. Todo el esfuerzo se traslada
a contar bien — de ahi la combinatoria.

Ejemplo 4.1 (Dos dados). Lanzamos dos dados justos. ;Probabilidad de que la suma sea
4?7 n(S) = 6 x 6 = 36. El evento “suma = 4” es {(1,3),(2,2),(3,1)}, asi n(A) = 3. Luego
P(A) =3/36 =1/12.

5. Conteo: combinatoria

Para usar P(A) = n(A)/n(S) necesitamos contar sin enumerar a mano. Tres reglas bastan
para casi todo.

Reglas de conteo

R1. Regla del producto. Si una tarea tiene dos partes, la primera con m opciones y
la segunda con n opciones (sin importar la primera), hay m x n resultados.

R2. Permutaciones (permutations). Un arreglo ordenado de objetos. El ntimero de
permutaciones de n objetos tomados de N es

N!
P =——
" (N —n)

R3. Combinaciones (combinations). Un arreglo sin orden. El nimero de combina-
ciones de n tomados de N es

N N!
(n) = )il (“N en n”, N choose n).

donde Nl=Nx (N—-1)x---x2x1y0l =1.

La pregunta clave antes de contar es: jel orden importa? Si si — permutacién. Si no

L . z . N
— combinacién. Confundirlos es el error mas comun de la clase. Recuerda: (n) es PY
dividido entre n!, justamente para “borrar” los 6rdenes que ya no distinguimos.
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5.1. Con y sin reemplazo

Ejemplo 5.1 (Muestreo con y sin reemplazo). Una placa tiene 6 caracteres, cada uno una
de 36 opciones (26 letras + 10 digitos).

» Con reemplazo (with replacement): se permite repetir. n(S) = 36°. Placas de
6

10
puros digitos: 10%, asi P = 36 ™ 0.0005.

36!

» Sin reemplazo (without replacement): no se repite. n(S) = 36-35---31 = 301

10!
favorables 10-9---5 = R asi P =~ 0.0001.
Ejemplo 5.2 (Combinaciones: el problema de las canicas). Una urna tiene 5 canicas azules,
3 amarillas y 4 grises (12 en total). Si sacamos una al azar, ;probabilidad de que sea azul?

Como una sola extraccién es un espacio simple, P(azul) = 7

Ahora una pregunta de combinaciones: sacamos 4 canicas a la vez (sin orden). ;Cudntos
12

4> = 495. Grupos sin ninguna

grupos contienen al menos una azul? Total de grupos: (

7

azul (eligiendo entre las 7 no azules): ( 1

495 — 35 = 460.

“Al menos uno” casi siempre es mas facil de contar por el complemento:

) = 35. Por complemento, con al menos una azul:

P(al menos uno) = 1 — P(ninguno).

Contar “ninguno” suele ser un solo calculo; contar “al menos uno” directo obliga a sumar
muchos casos.

Ejemplo 5.3 (Saludos de mano). Si 9 personas se saludan todas entre si una vez, ;cudntos

9-8
apretones hay? Un apretén es un par sin orden: (g) = = 36.

6. Apéndice: entorno de trabajo en R

El curso usa R con RStudio. Instalacion:

1. Instala R desde cran.rstudio.com.

2. Instala RStudio Desktop desde posit.co.

Para practicar de forma interactiva usamos el paquete swirl con el curso introductorio de
MITx:
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Consola de R

install.packages("swirl")

library(swirl)

install_course_url(
"https://courses.mitxonline.mit.edu/asset-v1:MITxT+
14.310x+2T2024+type@asset+block@14_310x_Intro_to_R.zip")

swirl()

Probabilidad por conteo en R

# Canicas: P(azul) con espacio simple
favorables <- 5; totales <- 12
favorables / totales # 0.4167

# Combinaciones: "al menos una azul" entre 4 de 12
choose (12, 4) - choose(7, 4) # 460

# Factorial y permutaciones
factorial(9) / factorial(9 - 2) # P(9,2) = 72

Nota. choose(N, n) calcula (f) y factorial(n) calcula n!. Con estas dos funciones re-
suelves casi cualquier conteo de la clase.

Resumen de la clase

Lo esencial de la Clase 1

= Espacio muestral S: todos los resultados. Evento: un subconjunto de S.

» Axiomas: P(A) > 0, P(S) = 1, aditividad en disjuntos. De ahi: P(A°) =1 —P(A)
y P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AB).

» Espacio simple: si todo es equiprobable, P(A) = n(A)/n(S) — jsolo hay que
contar!

» Conteo: producto, permutaciones (N%'n), (orden importa), combinaciones (]X ) (or-

den no importa).

» Trucos: complemento para “al menos uno”; distinguir con/sin reemplazo.
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