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i Qué veremos hoy?
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@® Independencia

© Ley de probabilidad total
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La idea: condicionar es reescalar el mundo
oeo

i Cémo cambia una probabilidad con informacién nueva?

La pregunta de hoy

i Cémo cambia la probabilidad de un evento cuando sabemos que ocurrié otro? Esa es
la probabilidad condicional (conditional probability).

e Al saber que ocurrié B, nuestro mundo ya no es S: ahora es B.

e Condicionar es reescalar: medir qué fraccién de ese mundo méas pequefio
corresponde a A.

® De aqui salen las herramientas de toda la inferencia: independencia, ley de
probabilidad total y regla de Bayes.
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La idea: condicionar es reescalar el mundo
ooe

Definicion y regla del producto

Definicién 1 (Probabilidad condicional)
La probabilidad de A dado B (conditional on B), con P(B) > 0:

P(AN B)
P(B)

Reordenando se obtiene la regla del producto (multiplication rule):
P(ANB) =P(A|B)P(B) =P(B|A)P(A).

P(A|B) =

Demo: reescalar el espacio

Problema. En una encuesta, P(formal y con seguro) = 0.35 y P(formal) = 0.50. Entre

los trabajadores formales, jqué fraccién tiene seguro?

. 0.35
Solucién. P(seguro | formal) = — = 0.70.
0.50
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Independencia
oeo

Cuando saber B no cambia nada

Definicién 2 (Independencia)

A y B son independientes (independent) si
P(AN B) = P(A) P(B).

Equivalentemente (si P(B) > 0): P(A| B) = P(A). Saber que ocurrié B no cambia la
probabilidad de A.

Independiente # mutuamente excluyente

Son ideas opuestas, no sinénimos. Si Ay B son disjuntos y ambos tienen probabilidad
positiva, saber que ocurrié B garantiza que A no ocurrié: jeso es maxima dependencia!
Disjuntos con prob. positiva nunca son independientes.

v
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Independencia
ooe

Demo: jindependencia en una tabla de contingencia?

Se encuest6 a 200 personas sobre si participan en un programa social y si conocen
sus derechos. jSon independientes “participar”’ y “conocer’?

Conoce No Total

Solucién (regla del producto)

Participa 70 30 100 . 100 110
No particip. 40 60 100 P(particip.) = 555 = 0.5, P(conoce) = 555 = 0.55.
Total 110 90 200 Si fueran indep.: P(ambos) = 0.5 x 0.55 = 0.275 (55
pers.).
Pero la celda real es 200 =0.35 #£ 0.275.
No son independientes: participar se asocia con
conocer mas los derechos. )
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Ley de probabilidad total
oce

Divide y venceras para probabilidades

Ley de probabilidad total (law of total probability)

Si Bi, ..., Bk particionan el espacio (disjuntos y exhaustivos, cada uno con prob.
positiva), entonces para cualquier evento A:

K
P(A) =Y P(A|B)P(B)).
i=1

Intuicion: promediamos A sobre escenarios disjuntos, ponderando por la probabilidad
de cada uno.

Demo: dos oficinas

Problema. La oficina 1 procesa el 60 % de los tramites (error 5%) y la oficina 2 el
40 % restante (error 10 %). j Probabilidad de que un tramite tenga error?

Solucién. P(error) = 0.05 - 0.60 + 0.10 - 0.40 = 0.07.
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Regla de Bayes
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Invertir el condicionamiento

Regla de Bayes (Bayes' rule)

P(A|B)P(B) _ _P(A|B)P(B)

P(B|A) = P(A) - Y P(A|B)P(B)

Bayes convierte “probabilidad del sintoma dado el estado” en “probabilidad del estado
dado el sintoma”. Partimos de una creencia previa (prior) P(B) y la actualizamos a una
posterior (posterior) P(B| A) tras observar A.

prior P(B) _observamos A, posterior P(B| A)
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Regla de Bayes
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Bayes: con particién y con evidencia adicional

Regla de Bayes (con una particién {A;, Az, ... })

_ P(A)P(BJA)
P4 1B) = = pia) P81 A)

Bayes con evidencia adicional C

P(B|AN C)P(A|C)

P(A|BNC) = PEIC)

Es el mismo Bayes, pero dentro del mundo donde ya sabemos C: todas las
probabilidades se condicionan ademas a C.
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Regla de Bayes
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Demo: la prueba de tamizaje y la tasa base

Problema

Una enfermedad afecta al 1% de la poblacién. Un test detecta correctamente al
enfermo el 90 % de las veces (sensibilidad) y da falso positivo en el 8% de los sanos. Si
una persona da positivo, jcual es la probabilidad de que esté realmente enferma?

Solucién. Sea E enfermo y + positivo. Por la regla de Bayes:

P(+ | E)P(E) 0.90-0.01 0.009
P(E|+) = = = ~ 0.102.
(E[+) P(+) 0.90-0.01+0.08-0.99  0.0882

Cuidado con la tasa base (base rate)

Aunque el test “acierta” mucho, jsolo el 10% de los positivos esta enfermo! La baja
prevalencia (1 %) domina el resultado.
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Diagramas de arbol
[e] Tele]

El arbol: multiplicar por camino, sumar entre caminos

Un diagrama de arbol (tree diagram) organiza el experimento por etapas: cada rama
lleva una probabilidad condicional, y un camino completo se calcula multiplicando sus
ramas. Sumar caminos que terminan en el mismo evento es la ley de probabilidad total.

Demo: el perro perdido de Oscar

El perro esta en el bosque A con prob. 0.4 o en el B con prob. 0.6. Buscando un dia en
el bosque correcto, se encuentra con prob. 0.25 si estd en Ay 0.15 si esta en B (en el
bosque equivocado, 0). jDénde conviene buscar el primer dia? ;Y si busca en Ay no lo
encuentra?
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Diagramas de arbol
[e]e] o]

Arbol de probabilidad: el perro de Oscar

El perro esta en el bosque A con P(A) = 0.4 o en el B con P(B) = 0.6. Sea F el
evento “lo encuentra” al buscar un dia en el bosque correcto: P(F | A) =0.25y
P(F | B) = 0.15. Organiza el experimento en un arbol.

No encuentra (0.30)

—0.75"
e A0
Bosque A N
A =04 (F14) = 025,
o B Encuentra (0.4 - 0.25 = 0.10)
erre TT—— No encuentra (0.51)
(B) = 0 _ 085>
.6 <\ B) =9
_—P®(F
Bosque B
P(F B) = 0.155

Encuentra (0.6 - 0.15 = 0.09)

Cada rama lleva una probabilidad condicional; multiplica a lo largo de un camino.
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Diagramas de arbol
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La conclusién del arbol

(a) iDénde buscar el primer dia?

Buscar en A: lo encuentra con prob. 0.4 x 0.25 = 0.10. Buscar en B: 0.6 x 0.15 = 0.09.
Como 0.10 > 0.09, conviene buscar en el bosque A.

V

(b) Buscé en Ay no lo encontré: jsigue estando en A?

Por Bayes (no encontrarlo buscando en A tiene prob. 0.75 si esta en A, y 1 si esta en
B):

0.4 x 0.75 030 1
P(A cen A) = 09 3
(Alnoenc.en A) = G 075+ 06x1 090 3

La busqueda fallida baja la creencia de que esté en A: de 0.4 a 1/3.
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Manos a la obra
oe

® Revisa el PDF de teoria para el detalle y mas ejemplos.
® Practica con el PDF de ejercicios (3 niveles: Basic - Core - Challenge).
e \erifica con el PDF de soluciones paso a paso.
® Recuerda: condicional reescala el mundo, el arbol multiplica por camino y suma
entre caminos, y Bayes convierte prior en posterior.
iA practicar!
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