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B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

Niveles de dificultad (difficulty levels)

Cada problema esta rotulado por color segin su nivel, de lo més accesible (Nivel 1) a lo més
dificil (Nivel 5). Empieza por donde te sientas cémodo y avanza a tu ritmo; los niveles 4-5 son
extensiones para profundizar, no un requisito.

» B Nivel 1 — Fundamentos: calentamiento muy guiado; para quien parte de casi cero.
» M Nivel 2 — Ntcleo: el nivel objetivo del curso/examen.

» I Nivel 3 — Aplicacién: combina varias ideas en contexto realista.

= B Nivel 4 — Reto: dificil, integra varios temas.

« M Nivel 5 — Reto+: muy dificil / fuera del scope tipico.

1. Problemas y soluciones

Nivel 1 — Fundamentos (warm-up)

Para quien parte de casi cero: cdlculos directos y guiados.

Ejercicio 1.1 (;Discreta o continua?). Para cada variable aleatoria, indica si es discreta o
continua.

(a) X = ntmero de hijos de un hogar.

(b

= ingreso mensual (en soles) de una persona.

¢ = anos de educacion completados.

)Y
(c) Z
(d) T = tiempo (en meses) hasta conseguir empleo.
(e) N

Una v.a. es discreta si toma valores aislados (se pueden contar) y continua si puede
tomar cualquier valor en un intervalo.
(a) Discreta (0,1,2,...). (b) Continua (cualquier monto > 0, en principio con decima-
les). (c) Discreta (conteo de afios). (d) Continua (un tiempo, medible con cualquier
precisién). (e) Discreta (1,2,3,...).

= numero de intentos hasta aprobar un examen.

Ejercicio 1.2 (Reconocer el tipo y su funcién de probabilidad). Une cada v.a. con el objeto
que la describe (pmf para discretas, pdf para continuas) y di qué valores puede tomar.

(a) X = resultado de lanzar un dado equilibrado.
(b) Y = estatura (en metros) de un adulto elegido al azar.

(¢) Z = ntmero de caras en 3 lanzamientos de una moneda.
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Solucion

(a) X es discreta; se describe con una pmf. Valores {1,2,3,4,5,6}, cada uno con pro-
babilidad %.

(b) Y es continua; se describe con una pdf (densidad). Valores en un intervalo, p.ej.
[1.4, 2.1] m (cualquier valor real del rango).

(c) Z es discreta; se describe con una pmf. Valores {0,1,2,3}. Idea clave: una pmf asig-
na probabilidad a puntos; una pdf asigna probabilidad a intervalos (como area bajo la
curva).

Ejercicio 1.3 (;Es una pmf valida?). Una v.a. discreta X (ntimero de adultos por hogar
que tienen seguro) tiene supuesta pmf

p(0)=02  p(1)=05 p(2) =03

. Es una pmf valida? Justifica con las dos condiciones que debe cumplir toda pmf.

Una pmf debe cumplir: (i) p(z) > 0 para todo z, y (ii) >, p(x) = 1.
(i) Los tres valores son > 0. (i) 0.2+ 0.5+ 0.3 = 1.
Se cumplen ambas, asi que si es una pmf valida.

Ejercicio 1.4 (Leer una pmf en tabla). El nimero de personas mayores por hogar, X, tiene
la siguiente pmf:

T 0 1 2 3
P(X=2) 04 03 02 0.1
(a) {Cuanto vale P(X = 2)?
(b) (Cuénto vale P(X > 2)7
(c) {Cuénto vale P(X < 1)7

(a) P(X =2) = 0.2 (lectura directa).
(b) P(X >2) =P(X =2) + P(X = 3) = 0.2+ 0.1 = 0.3,
() P(X <1)=0.44+0.3=0.7 (0 bien 1 — 0.3 = 0.7 por complemento).

Ejercicio 1.5 (Completar una pmf con un valor desconocido). El nimero de quejas que
recibe una oficina al dia, X, tiene pmf

p(0) =01, p(1)=03,  p@) =k  p(3)=02
(a) Halla el valor de k.
(b) Calcula P(X > 2).
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(a) Como >, p(z) =1:0.14+03+k+02=1=k=0.4 (es > 0, vélido).
(b) P(X > 2) = p(2) +p(3) = 04+ 0.2 = 0.6 (0o bien 1 — (0.1 +0.3) = 0.6 por
complemento).

Ejercicio 1.6 (Hallar ¢ en una densidad uniforme). El tiempo de espera (en minutos) en
una ventanilla se modela con densidad constante f(x) = ¢ para x € [2,6] (y 0 fuera). Halla
c.

Solucion

Toda densidad debe integrar 1:

6
/CdCUZC(G—Q):ZlC:l:}C:l

9 4

Es una uniforme en [2,6]: f(z) = } en ese intervalo.

Ejercicio 1.7 (Hallar ¢ en una densidad lineal f = cx). Sea f(x) = cx para z € [0,2] (y 0
fuera). Halla ¢ para que f sea una densidad y luego calcula P(X < 1).

Solucion

2 1‘22
/cxda::c— =c-2=2c=1 — ¢c=
0 2
1

0
1
Con f(z) =1: P(X <1) = / irdr = lw2’0 =
0

1
5

1
2 4 4

Ejercicio 1.8 (Densidad f = 2z y una probabilidad). Sea f(z) = 2z para z € [0,1] (y 0
fuera).

(a) Verifica que f es una densidad valida.

(b) Calcula P(X < 0.5).

1
(a) f(x) =22 >0en [0,1] y / 2udr = xQ); = 1. Vilida.
0

0.5 0.5
(b) P(X <05) = [ 2wdz=2?| " =0.25.
0

Ejercicio 1.9 (Probabilidad como area). El tiempo de atencién (en minutos) sigue una
uniforme en [0, 10], con densidad f(z) = {5 en ese intervalo.

(a) {Cudl es la probabilidad de que la atencién dure entre 3 y 7 minutos?

(b) ;Cuéanto vale P(X = 5) ezactamente? Explica.
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(b) En una v.a. continua la probabilidad de un punto aislado es 0: el drea bajo un solo
punto (ancho cero) es nula. P(X = 5) = 0.

Ejercicio 1.10 (Interpretar una densidad mayor que 1). Un estudiante afirma: “la densidad
f(2.5) = 2 es imposible porque una probabilidad no puede ser mayor que 1”. ; Tiene razon?

No tiene razén. Una densidad f(x) no es una probabilidad; puede valer més que 1.
Lo que nunca puede pasar de 1 es el drea bajo la curva (que es la probabilidad). Por
ejemplo, f(x) =2z en [0,1] alcanza f(1) = 2 y aun asi integra 1. La densidad solo debe

cumplir f(x) >0y [f=1.

Nivel 2 — Ntcleo (core)

El nivel objetivo del curso/examen; todos deberian llegar aqud.

Ejercicio 1.11 (De la cdf escalonada a la pmf). Una v.a. discreta X (nimero de créditos
reprobados) tiene cdf escalonada

0 x <0,
05 0<z<1

F(z) = S
0.8 1<z <2,
1 T > 2.

Recupera la pmf de X.

Solucion

La pmf es el salto de la cdf en cada punto: p(x) = F(z) — F(z7).

p(0)=05-0=05 p(1)=08—-05=03, p(2)=1-08=02.

Verificacion: 0.5 +0.3 + 0.2 = 1.

Ejercicio 1.12 (Hallar la constante de una pmf con férmula). El nimero de talleres a los
que asiste un participante en un mes, X € {1,2,3,4}, tiene pmf de la forma p(z) = cx.

(a) Halla la constante ¢ para que sea una pmf vélida.

(b) Calcula P(X < 2).
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Solucion

(a) La suma de las probabilidades debe ser 1:

4
Y ecx=c(l+2+3+4)=10c=1 = c=5=0.1
=1

Ast p(1) = 0.1, p(2) = 0.2, p(3) = 0.3, p(4) = 0.4 (todas > 0)

(b) P(X < 2) = p(1) +p(2) = 0.1+ 0.2 = 0.3.

Ejercicio 1.13 (De la cdf continua a la pdf). Una v.a. continua X tiene cdf F(z) = 2° para
x €0,1] (con F(z) =0six <0y F(zx)=1six>1).

(a) Halla la densidad f(x).
(b) Calcula P(X < 0.5) de dos maneras (con F'y con f).

F'(x) =2z en [0,1] (y O fuera).

(a) La densidad es la derivada de la cdf: f(z) =
(b) Con la cdf: P(X < 0.5) = F(0.5) = 0.25

Con la densidad: / 2z dx = 0.25. Coinciden.

Ejercicio 1.14 (De la densidad a la cdf). Sea f(z) = sz para z € [0,2] (y 0 fuera).

(a) Halla la cdf F(x) para z € [0, 2].

(b) Evalua F(1).

%.(YF(x):Osix<0,F(x)zlsi

0

(a) Para z € [0,2]: F(z) = /0 ltdt = 12

x> 2.)
(b) F(1) = ;.

Ejercicio 1.15 (Probabilidad con densidad cuadrética). Sea f(x) = 222 para x € [0,2] (y
0 fuera).

(a) Verifica que es una densidad valida.

(b) Calcula P(1 < X < 2).
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[\

2
(a)fZOy/ %x%ixz%-% = 1 -8=1. Vilida.
0

o

2
_ 1 _ 7
=i6-D=7%

2
(b) IP’(1§X§2):/1 35’ dx = i°

Ejercicio 1.16 (Esperanza de una v.a. discreta). El niimero de personas por hogar atendidas
en un programa, X, tiene pmf p(1) = 0.5, p(2) = 0.3, p(3) = 0.2.

(a) Calcula E[X].

(b) Calcula Var(X).

(0.2) = 0.5+0.6 + 0.6 = 1.7.

) E[X] = 1(0.5) + 2(0.3) .
)E (0.2) = 0.5+1.2+ 1.8 = 3.5; Var(X) = E[X?] — (E[X])? =

+3
[X2] = 1(0.5) +4(0.3) +9
3.5—1.72=35—2.89 = 0.61.

Ejercicio 1.17 (Esperanza con densidad lineal). Sea X con densidad f(z) = iz en [0,2].
(a) Calcula E[X].
(b) Calcula P(X > 1).

Ejercicio 1.18 (PMF conjunta en tabla). Dos v.a. discretas X € {1,2,3} (p.ej. nivel de
estudios) y Y € {2,4,5} (p.ej. estrato) tienen la siguiente pmf conjunta:

_ 1 1 1
P I
P I B
X=3] 1 8 i
fY(y) ‘ ‘

(a) Calcula P(X <2, Y <4).

(b) Halla las marginales fx y fy (completa la tabla).
(c) Calcula P(Y =2|X =1).
)

(d) ;Son X e Y independientes?

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
Clase 3 — Soluciones ¢ p. 6 de 29



B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

Solucion

(a) Sumamos las celdas con X € {1,2} y Y € {2,4}:

P(X<2,Y<4)=5+ L +i+5=2di2_ 8 _ 4

(b) Marginal de X = suma por filas; marginal de Y = suma por columnas:

) =% fx@=3% @)=Y  HO=1 @=L HK6)=L

(Comprobacion: ¢ + 3 + % ; ‘ng[lnl; 1.)1
(C)P(Y:2|X:1):f(’>: / =—.
fx(1) 1/6
(d) No son independientes: por ejemplo f(2,2) = & pero fx(2) fy(2) =2 -5 =2 #

D=

=

Ejercicio 1.19 (Densidad conjunta f = cxy y marginal). Sea f(x,y) = cxy para (z,y) €
[0,1] x [0,1] (y O fuera).

(a) Halla c.
(b) Halla la marginal fx(z).

(c) ¢{Son X e Y independientes?

Solucion

1,01 1 1
(a)// ca:yd:z:dyzc(/ xdm)(/ ydy):c-;;:j;:ljc:ll.
0Jo 0 0
1

(b) fx(x) :/0 dzydy =4z -1 =2z en [0,1].

(¢) Por simetria fy(y) = 2y. Como f(z,y) = 4oy = (22)(2y) = fx(z)fy(y), si son
independientes.

Ejercicio 1.20 (Densidad conjunta f = c¢(z +y) y condicional). Sea f(z,y) = c(z +y) para
(x,y) € 10,1] x [0,1] (y O fuera).

(a) Halla c.
(b) Halla la marginal fx(z).

(c) Halla la condicional fy|x(y|x).

1,1 1
(a)/o/o c(x+y)dxdy=c/0 (;er)dy:C(;Jr;)=c:1.Asic:1,
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Clase 3 — Soluciones ¢ p. 7 de 29



B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

(b) fx(z) = 1(szr—l—y) dy = x + % en [0, 1].

(c) frix(y|z) = J;f(’j)) = ziij, para y € [0, 1]. (Depende de x = no independientes.)
2

Nivel 3 — Aplicacion

Combina dos o mds ideas en contexto realista; consolida lo aprendido.

Ejercicio 1.21 (Verificar una densidad conjunta). Sea f(z,y) = 6xy? para (z,y) € [0,1] x
[0,1] (y O fuera).

(a) Verifica que integra a 1.

(b) Halla la marginal fx(z).

11 1 1
(a)// nyzdﬁdy:6(/ wdx)(/ y%ly)zG-%-%:l. Vélida.
0Jo 0 0

1
(b) fx(x) = /0 6zy* dy = 6z - 5 = 2z en [0, 1].
(Ademés fy(y) = 3y* y f = fxfy: son independientes.)

Ejercicio 1.22 (Marginal sobre el cuadrado: f = 3(2%+4?)). Sea f(z,y) = %(mz—i-yz) para
(z,y) €[0,1] x [0,1] (y O fuera).

(a) Verifica que integra a 1.
(b) Halla la marginal fx(z).

(¢) ¢Son independientes X e Y?

1,1 1
(a)/o/o %(xQ—i—y?)dxdy:%/O (%—i—yQ)dy:%(%—f—%):%-%:l, Vilida.
1
() fx(o) = [ 3 +17)dy=3(2* +3) = $aP + L en [0,1).

(¢) Por simetrfa fy(y) = 3y + 3. El producto fx(z)fy(y) # 3(2* + ¢?) = f(z,y) en
general, asi que no son independientes.

Ejercicio 1.23 (Probabilidad conjunta uniforme sobre un cuadrado). Un punto (X,Y) se
elige uniformemente en el cuadrado [0, 1] x [0, 1], es decir f(x,y) =1 alli.

(a) Calcula P(X +Y <1).
(b) Calcula P(X >Y).
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Como f =1, las probabilidades son areas dentro del cuadrado unitario.
(a) La regién X +Y < 1 es el triangulo inferior de vértices (0,0), (1,0), (0,1), de 4rea 1

5.
ASIP(X +Y <1)=1
(b) La regién X > Y es media diagonal del cuadrado, drea 3: P(X >Y) = 1.

Ejercicio 1.24 (Independencia por factorizacion y soporte). Decide en cada caso si X e Y
son independientes (asume densidad 0 fuera del soporte indicado).

(a) f(z,y) =€ paraz >0, y > 0.

(b) f(z,y) =2para0 <y <z <1.

(a) Se factoriza como f = (e™*)(e”¥) y el soporte es un rectangulo ([0, 00) x [0,00)).
Ambas condiciones se cumplen: si son independientes (X,Y ~ Exp(1) i.i.d.).

(b) Aunque f = 2 “parece” factorizable como constante, el soporte {0 <y <z <1} no
es un rectangulo: el rango de Y depende de X. Por lo tanto no son independientes. (En

efecto fx(z) =2z, fy(y) =2(1 —y), y fxfvr #2.)

Ejercicio 1.25 (Tridngulo 0 < y < z < 1: marginales y condicional). Sea f(z,y) = 3z para
0<y<az<1(yO0 fuera).

(a) Verifica que integra 1 y halla la marginal fx(x).
(b) Halla la marginal fy(y).

(c) Halla la condicional fy|x(y|x) e interprétala.

Solucion

1z 1 1
(a) // 3xdydx :/ 3xr - xdx :/ 3r°dr = 1. v/ Marginal: fx(z) = [ 3z dy = 32?
0Jo 0 0
en [0, 1].
(b) Para y € [0,1], x vade y a 1: fy(y) = fyl 3rdr = %(1 —y?).
1
(c) frix(ylz) = ;j; = para 0 <y < z. Es constante en y: dado X = x, la variable Y’
es uniforme en [0, x].

Ejercicio 1.26 (Esperanza con densidad conjunta). Sea f(z,y) = x + y para (z,y) €
[0,1] x [0,1] (y O fuera). Comprueba primero que integra 1 y luego calcula E[XY] y E[X].
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Solucion

1,1 1
Integralr/O/O (w+y)dxdy=/0 (A+y)dy=1+5=1v

]E[Xy]:/Ol/olxy(x+y)da:dy:/01/01(362y+3392)d1'd2/:/01(

La marginal es fx(z) = [y (z +y)dy = = + 3, ast

wihe
+
oS
N——
QU
NS
Il
(=
+
=
I
W=

1
]E[X]:/O x(m—l—%)dwzé—k}l:é.

(Como E[XY] = 3 # E[X]E[Y] = (55)% X ¢ Y no son independientes.)

Ejercicio 1.27 (Funcién de una v.a. por el método de la cdf: Y = X?). Sea X con densidad
f(z) =2z en [0,1] (y O fuera), e.g. una nota normalizada. Define Y = X?.

(a) Halla la cdf Fy(y) para y € [0, 1] usando el método de la cdf.

(b) Deriva la densidad fy(y) e identifica la distribucién de Y.

Solucion

(a) Para y € [0,1], como X > 0 se tiene X?> <y <= X < /y:

VY
Fy(y) =B(Y <y) =P(X <) = [ 2wde=a*" =y,
0 0
(b) fy(y) = F}-(y) = 1 para y € [0,1]: Y ~ Unif[0,1]. (Es un caso de la transformada
integral de probabilidad: aqui Y = X? = Fx(X), que siempre es uniforme.)  (adaptado
de mikem5/5080-5090-Solutions)

Ejercicio 1.28 (Funcién de una v.a.: Y = v/X). Sea X ~ Unif[0,1] y define Y = v/X.

(a) Halla la cdf Fy(y) para y € [0, 1].
(b) Deriva la densidad fy (y).

Para y € [0, 1], usando que Fx(z) =z en [0,1] y que VX <y <= X <y
Fy(y) =P(Y <y) =P(VX <y) =P(X <4*) = Fx(y*) = "

Derivando: fy(y) = Fy-(y) = 2y para y € [0,1] (y 0 fuera).

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
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Ejercicio 1.29 (Transformaciéon ¥ = —In X (inversa de la cdf)). Sea X ~ Unif[0,1] y
define Y = —In X.

(a) Halla la cdf Fy(y) para y > 0.
(b) Deriva la densidad fy(y) e identifica la distribucién de Y.

(a) Paray >0, como —InX <y <= InX > —y <= X >e ¥
Fr(y) =PY <y)=P(X >e¥)=1—Fx(e¥)=1—¢€".

(b) fy(y) = Fy(y) = e ¥ para y > 0: Y ~ Exponencial(1). (Este es el método de la
transformada inversa para simular una exponencial a partir de una uniforme.)

Ejercicio 1.30 (Densidad conjunta exponencial: dos colas independientes). El tiempo (en
horas) de atencién en dos ventanillas distintas se modela con la densidad conjunta f(x,y) =
4e72@+Y) para x>0,y > 0 (y 0 fuera).

(a) Muestra que X e Y son independientes e identifica sus distribuciones.
(b) Calcula P(X > 1, Y > 1).

(c) Calcula P(X <Y).

Solucion

(a) Factorizamos: f(z,y) = (26_250) (26_29) = fx(z)fy(y), con el soporte rectangular
[0,00) % [0, 00). Luego si son independientes, con X, Y ~ Exponencial(2) (cada marginal
integra 1, lo que confirma que f es densidad).

(b) Por independencia y como P(X > 1) = [{°2e 2 dz = e

PX>1LY>1D)=PX>1)PY >1)=c?-e?=e*~0.0183.

(c) Por simetria (misma distribucién e independientes) P(X < V) = P(Y < X) y
P(X=Y)=0,asf que P(X <Y) = 3. (adaptado de mikem5/5080-5090-Solutions)

Nivel 4 — Reto

Dificil: integra varios temas en un mismo problema.
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Ejercicio 1.31 (MEGA-RETO — densidad sobre un triangulo: de ¢ a Corr(X,Y)). Es-
tudiamos a la vez dos indicadores estandarizados de un mismo hogar: X = nivel de consumo
y Y = nivel de ahorro (ambos reescalados al intervalo [0, 1]). Como un hogar nunca ahorra
mas de lo que consume en este indice, el soporte es el triangulo 0 < y < x < 1. Modelamos
la densidad conjunta

flz,y) =czxy, 0<y<z<1, (yO0 fuera).

Halla la condicional fy|x(y|x).

)
)
)
)
(e) ;Son X e Y independientes? Justifica.
) Calcula E[X] y E[Y].
) Calcula E[XY].
) Calcula Cov(X,Y) y Corr(X,Y).
)

Calcula IP’(Y > %)

(j) Interpreta en palabras el signo y la magnitud de la covarianza/correlacién en este
contexto.

(adaptado de MIT 18.05, Class 7: Joint Distributions, Covariance and Correlation)
(a) Constante c. Integramos sobre el tridngulo (y de 0 a z, luego x de 0 a 1):
Ly : i c 1 4 c 1 ¢
/0/0 cxydydx:/o cx-;dx:§/0 % dx25-12§:1 = [c=8]
Asi f(z,y) = 8zy en el tridngulo.
(b) Regién Ryy.
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[ =38zy

Rxy:0<y<z<1

0 1
El soporte es el tridngulo bajo la diagonal y = z (la zona donde el ahorro Y no supera
al consumo X).
(c) Marginales. Para = € [0, 1], y recorre [0, z]:
2

fx(x):/ 8xydy:8x-%:4x3, 0<z<1.
0

Para y € [0, 1], fijado y se necesita z >y (y x < 1):

1 1—
h@%=/8mmx=&w 2y=%yﬂ—f% 0<y<l.
y
(Comprobacién: [y 4z®dx =1y [y 4y(1 —y?)dy = 1.)
(d) Condicional. Para x fijo, y € [0, z]:

flz,y) 8zy 2y
> _ 2 <=
fx(z) 423 2%’ bsy=<

fY\X(y|$) =

(Es una densidad triangular en [0, z]; integra 1: [ 24 dy = 1.)

(e) (Independientes? No. Dos razones, cualquiera basta: (i) El soporte {0 <y <z <
1} no es un rectdngulo: el rango de Y depende de X. (ii) fx(z)fy(y) = 423 - 4y(1 —y?) #
8ry = f(z,y).

(f) Esperanzas.

1 1 4
IE[X]:/ x-4x3da::/ 4zxtdr = -,
0 0 5
! 2 L 4 4
Eﬁﬂzl;y4ml—y)ﬁw=é(% —%Udyzg—

(g) E[XY].

1z 1 3 8 rl 8 1 4
E[XY]:/O/O :vy-8xydyda::/08x2-%dx:§/o :E5d:p:§-6:§.
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(h) Covarianza y correlacién.

Cov(X,Y)=E[XY] -E[X]E[Y] == — =———=——=— =0.0178.

4 4 8 4 32 10096 4
9 5 15 9 75 225 225

Para la correlacién necesitamos las varianzas marginales:

1 4 2 2 /4N 2 16 2
E[XZ]:/ o 4addo = = =2, Var(X):—() _s_ b=
0

3 3 5 3 25 75
2 ! 3 5 2 1
/y Ay(1—y )dy=/(4y —4y’)dy=1— - = -,
0 3 3
1 2 1 64 11
V)= () =2 - — = ——,
V) = 2 (15> 37225 225
Entonces
Cov(X,Y 4/225 2./66
Corr(X,Y) = ov ) _ 4 = ~ 0.492.

\/ Var(X) Var(Y) a 725 21215 33
(i) P(Y > X/2). Sobre el soporte, y va de z/2 a z:

1 2 _
]P)(Y>)2(>:/ /Sxydyda:—/Sx o e /4x -z dx—3/q:dx—f
0Jx/2

(j) Interpretacién. La covarianza es positiva (+55:) y la correlacion ~ 0.49 es moderada-
alta. En palabras: los hogares con mayor consumo X tienden también a tener mayor
ahorro Y (varian en el mismo sentido). Tiene sentido: la propia restricciéon 0 < y < z
obliga a que un ahorro alto solo sea posible cuando el consumo es alto, lo que “empuja”
a las dos variables a moverse juntas. La magnitud ~ 0.49 (lejos de 0, lejos de 1) dice que
la asociacion es real pero no determinista: conocer X ayuda a predecir Y, sin fijarlo por
completo. Cuidado: Corr mide solo asociacion lineal y no implica causalidad.

Ejercicio 1.32 (Densidad f = ¢(x 4 y) en el cuadrado: E[XY], Cov y condicional). Dos
indices estandarizados X,Y € [0, 1] (p.ej. horas de estudio y horas de suefio, ambas norma-
lizadas) tienen densidad conjunta

flz,y) =c(x+y), (x,y) € [0,1] x [0,1] (v 0 fuera).

a) Halla c y dibuja el soporte Rxy.

(a)
(b) Halla la marginal fx(z) y la condicional fy|x(y|x).
(c) Calcula E[X], E[XY], Cov(X,Y) y Corr(X,Y).

)

(d) Interpreta el signo de la covarianza.
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(adaptado de MIT 18.05, Class 7)

Solucion

(a) Constante y soporte.

11 1
// c(:v+y)d:vdy:c/ (;—I—y)dy:c@—{—é):c:l,
0o 0

luego c =1y f(z,y) =z + y. El soporte es el cuadrado unitario:

Y

Rxy =[0,1]?

(b) Marginal y condicional.

fX(x):/ol(:p—ky)dy:x—i—;, z € [0, 1].

¢ y 2(:! y) c
= == 0 1 .

(Depende de x = no independientes, aunque el soporte si sea rectangular.)
(c) Momentos.

1
EX]= | z(z+3)dc=3+3=5 (=E[Y] por simetria).
0

1 r1 1
BXY] = [ [ ay(a+y)dody= [ (345 )dy=4+5 =14

2
Cov(X,Y) =3 — (172) =z — 13 = — 15 ~ —0.0069.
Para Corr: E[X?] = [y 2*(z+1) dz = 1t+s =g asi Var(X) = 5 -2 = 1L (= Var(Y)).
Entonces /144 |
Corr(X,Y) = — = —— ~ —0.091.
(X, Y) = A T 1

(d) Interpretacién. La covarianza es negativa pero muy pequena (Corr ~ —0.09): hay
una leve tendencia a que cuando una variable es alta la otra sea algo mas baja. El efecto
es débil porque la densidad f = x + y se aparta poco de la uniforme. El signo negativo
proviene de que la masa se concentra cerca de las esquinas (1,0) y (0,1) algo mas que
en la diagonal.
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2
Ejercicio 1.33 (Densidad conjunta polinomial: hallar K). Sea f(z,y) = gﬁy para 0 <

r< K,0<y< K (y 0 fuera).

(a) Halla el valor de K.
(b) Con ese K, halla las marginales y decide si X e Y son independientes.

(c) Calcula P(X > 3Y).

Solucion

(a) Imponemos que integre 1:
KK 2 .2 2 [ K3 K? K° 5
0o Jo

(b) Con K = 3:

2

3
fX(x):/O S%xzydy:%xz-%:%, 0<z<3;

3
fy(y)=/0 melydr=gy - F=7%, 0<y<s.

Como fx(x)fy(y) = ‘%2 A= ng = f(x,y), si son independientes.
(¢) La condicion z > 3y (con 0 <y, 0 < 2 < 3) equivale a 0 < y < x/3:

3 rx/3 3 2 3
2 .2 _ 2,2 1(z _ zt _ 1 35 _ 243 _ 1

Es decir P(X > 3Y) = %5 ~ 0.0667.

Ejercicio 1.34 (Densidad conjunta exponencial). Sea f(z,y) = 6e~*+3%) para x > 0,
y > 0 (y 0 fuera). Piensa en X como el tiempo de espera en un tramite e Y el tiempo en
otro.

(1) {Son X e Y independientes? Identifica sus distribuciones.
(2) Calcula E[Y | X > 2].
(3) Calcula P(X >Y).

(1) Factorizamos:

flz,y) = (27) (3¢7) = fx(@) fr (v),
con fx(z)=2e"* (X ~ Exponencial(2)) y fy(y) =3¢~ (Y ~ Exponencial(3)). Como
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f se factoriza, si son independientes.
(2) Por independencia, condicionar en {X > 2} no cambia la ley de Y:

E[Y | X >2]=E[Y] =

Wl

(3)

0

P(X >Y)= /Oo/oo 6e~ 223 g dy = / 3e e W dy = / 3e™dy = 2.
Y 0 0

Ejercicio 1.35 (Densidad sobre un tridngulo: P(Y < 2X?)). Sea f(x,y) = cx + 1 para
x>0,y>0,z+y<1(yO0 fuera). La region Ryy es el tridngulo de vértices (0,0), (1,0),
(0,1).

(1) Halla la constante c.
(2) Halla las marginales fx(z)y fy(y).
(3) Calcula P(Y < 2X?).

(1) Integramos sobre el tridangulo (y de 0 a 1 — z, luego  de 0 a 1):

11—z 1 1
// (cx+1) dy dx :/ (cx+1)(1—x) dx :/ (cx—c:c2+1—x)d:1: = S-S+l
0Jo 0 0

Igualando a 1:
(2) Marginal d

N =
Il
[ox][e}
+
N[ —

=1=c=3 Asl f(z,y) =32+ 1.
X (para z € [0,1]):

fxlx) = /Jl_x(?)x +1)dy = 3z +1)(1 - 2).

Marginal de Y (para y € [0,1], con z de 0 a 1 — y):

frlw) = [ Bet Ddz= 30—y + (1—y) = 51 - 4)(5 - 39)

c
6
(5]
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) La parabola y = 222 corta a la recta :U—l—y =1ldonde2z® =1—z,ie 22°+2—1=0,

1 Para r < 3 L el techo es 222; para x > 2 1 el techo es 1 — z.

(3

s
1/2 222 1-z

P(Y < 2X?) // 3a:+1dydx+/2/ (3z + 1) dy da.

Primer trozo:

1/2 1/2
/ 2723z + 1) dx = / (6z° + 22%) dz = 3z* + 24°
0 0

Segundo trozo:

1 1
/ (3x—|—1)(1—x)da7:/ (—3m2+2x+1)dx:(—x3—|—m2+x>
1/2 1/2

Sumando: P(Y < 2X?) = g 4 3 = 38 ~ 0.552.

Ejercicio 1.36 (Densidad sobre la region y < /x). Sea f(x,y) = 6xy para 0 < x < 1,
0 <y <z (yO0 fuera).

Rxy

1) Halla la marginal fx(x) y la marginal fy(y).

2) ¢Son independientes X e Y?

(1)
(2)
(3) Halla la densidad condicional fxy(z|y).
(4) Caleula B[ X |V = y].

(5)

5) Calcula Var(X |Y =y).
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Solucion

Primero, comprobemos que integra 1: fol fo\/JE 6y dy dx = fol 3z - rdr = fol 3x2dz=1. v
(1) Marginal de X (para z € [0, 1]):

2

VT
fX(a:):/ 6y dy = 6z - L2 = 342,
0

2

Marginal de Y: dado y € [0, 1], la condicién y < \/z es & > y2, con x de y* a 1:
1
o) = [ Goyde = 6y- 155 =3y(1—y),  yeo,1]
)

(2) fx(x)fy(y) = 322 - 3y(1 — y?) # 6xy = f(x,y) (ademds el soporte y < /T no es un
rectangulo). No son independientes.
(3) Para y fijo, = vive en [y, 1]:

; 6 2

(4)

1 2z 2 1—95  2(1 -1y
EX|Y =y = [ 2 dz = . _ .
[X | Yl y2x 1— gyt L 1— 3 3(1 — yb)
1 2z 2 1—48 1— 8
. 21y — ] — 2 _ _
(5) Primero E[X*|Y =y] = ny T d:r;_l_y4- 1 _2(1_y4).Entonces

Var(X |Y =y) = 2(11__yy4) - <2<1 —U )> :

Ejercicio 1.37 (Densidad clésica f = cx?y sobre 22 < y < 1). Sea f(z,y) = cx’y para
2?2 <y <1 (esdecir, -1 <z <1lyz?<y<1),y0 fuera.

(1) Halla c.
(2) Calcula P(X >Y).

Solucion

(1) Integramos (y de z? a 1, x de —1 a 1):

1,1 1 1
2 — 2 12! g._ ¢ 2_ .6 —cf2_2)_¢c.8 _ 4
[l/gczcmydydx—/lcx 5 dm—Q/(x x)daz—2<3 7)—2 ===

-1

Igualando a 1: ¢ = 2L

(2) La region {x > y} dentro del soporte exige z > y > 22, lo que obliga x > z?, es decir
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0 <z <1;ahiyvade2? a x:
AT Yol 2 w2—at
PX >Y)= [ [ SaPydyda= [ Ho® L52da
1
_ 21 4 6 _21(1 1 _ 21 2 _ 3
—§/0(1’ _I)dx_8<5_7>_8'35_20'

AsiP(X >Y) = 2 =0.15.

Ejercicio 1.38 (Funcién de v.a.: suma Z = X+Y (convolucion) y méaximo (order statistics)).
Tres sensores miden independientemente un mismo fenémeno; cada lectura es Unif|0, 1].

(a) Sean X,Y ~ Unif[0, 1] independientes y Z = X + Y. Halla la densidad fz(z) por
convolucion y dibtjala.

(b) Sean Xj, Xy, X3 ~ Unif[0, 1] i.i.d. y M = max (X1, Xo, X3). Halla Fyy, fa vy E[M].
(c¢) Para el minimo L = min(Xy, X5, X3), halla E[L] y comenta la simetria con M.

(adaptado de MIT 18.05, Class 7: functions of random variables)

Solucion

(a) Convolucién. Por independencia, fz(z) = [, fx(z) fy(z—2x)dx, con fx = fy =1
en [0, 1]. El integrando vale 1 cuando 0 <z <1y 0<z—xz < 1.

z 1
0<z2<1: fZ(z):/ldx:Z; 1<2<2: fZ(z):/ ldz =2 — 2.
0 z—1

Es la densidad “triangular” (carpa) sobre [0, 2], con pico 1 en z = 1:

fz(2)

1

I
I
I
I
I
I
I
I
1
1 2

(Comprobaci6n: drea = 1 -2-1 = 1. Ademds E[Z] = E[X] + E[Y] = 1, el centro de la
carpa.)
(b) Méaximo. Como los X; son ii.d. con Fx(t) =t en [0,1] y {M < m} = {todos

Fy(m) =P(M <m) = (Fx(m))’ =m®, 0<m<1.

1 3
Fau(m) = FL(m) = 3m2,  E[M] :/ m - 3mZdm = 2.
0 4
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(c) Minimo. P(L > m) = (1 — m)3, luego Fr(m) =1—(1—m)?y fr(m) =3(1 —m)*

1 1
E[L] :/ m-3(1 —m)2dm = ~.
0 4
Por simetria de la uniforme respecto del centro 3, E[L] = 1 — E[M]; en efecto 1 =1 — 3.
El méximo se “empuja” hacia 1 y el minimo hacia 0.

Ejercicio 1.39 (Minimo de dos tiempos exponenciales). En una oficina, el tiempo (en horas)
hasta que se desocupa la ventanilla A es X ~ Exponencial(2) y el de la ventanilla B es
Y ~ Exponencial(3), con X e Y independientes. Te atienden en cuanto se libera alguna, asi
que tu espera es T = min(X,Y).

(1) Halla P(T > t) para t > 0 e identifica la distribucion de T
(2) Calcula la espera media E[T].
(3) (Cuadl es la probabilidad de que te atienda primero la ventanilla A, es decir P(X < Y)?

Solucion

Recuerda que para una Exponencial()) se tiene P(W > w) = e~ ¥,

(1) Como T >t exige que ambas esperas superen ¢, y por independencia:
PT>t)=PX>t,Y >t)=P(X >t)P(Y >t) =e e =,

Esa es la cola de una Exponencial(5), luego 7" ~ Exponencial(2 + 3) = Exponencial(5).

(En general, el minimo de exponenciales independientes es exponencial con tasa > \;.)
1

(2) E[T] = B 0.2 horas (es decir, 12 minutos).

(3) Condicionando en Y (o integrando la conjunta f(z,y) = 6e~**¢ ¥ sobre z < y):

oo oo oo 2
IP(X<Y):/ Qe’QIP(Y>x)da::/ 26’2xe’3xd95:2/ e"rmdx:g.
0 0 0
E 1P(X <Y) Ax 2 _ 04 (adaptado d
n genera =———=-=04. adaptado de
& dx+Ay 5 P

hanmochen/Probability- Theory-2020-Autumn, HWJ)

Ejercicio 1.40 (El perro de Oscar (busqueda bayesiana)). Oscar perdié a su perro en el
bosque A (con probabilidad a priori 0.4) o en el bosque B (con probabilidad a priori 0.6).
Si el perro sigue vivo y no es hallado al N-ésimo dia de bisqueda, morird esa noche con
probabilidad N/(N + 2). Si el perro estd en A y Oscar busca un dia en A, lo encuentra ese
dia con probabilidad 0.25; si estd en B y busca en B, lo encuentra con probabilidad 0.15 (si
busca en el bosque equivocado, no lo encuentra). El perro no cambia de bosque; Oscar busca
de dia y solo puede viajar de noche. Trata cada parte por separado.

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
Clase 3 — Soluciones o p. 21 de 29



B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

(a) Dibuja un diagrama de arbol.

(b) ¢{En qué bosque debe buscar Oscar para maximizar la probabilidad de encontrar a su
perro el primer dia?

(c¢) Dado que Oscar buscé en A el primer dia pero no lo encontré, jcudl es la probabilidad
de que el perro esté en A?

Notacién. Sea A = {perro en A} con P(A) = 0.4 y A° = {perro en B} con P(A°) = 0.6;
F; = {lo encuentra el dia 1}; S; = {Oscar busca en A el dia 1} y S{ = {busca en B}.

(a) Diagrama de arbol. Ver la pagina horizontal al final de esta solucién. Las ramas
llevan probabilidades condicionales; la probabilidad de un camino es el producto de las
ramas que lo componen. El nivel de muerte nocturna N/(N + 2) solo entra en juego a
partir de la noche del dia 1, por lo que no afecta a las preguntas (b) ni (c), que viven
enteramente dentro del dia 1.

(b) (Dénde buscar el dia 1?7 Comparamos la probabilidad (incondicional, antes de
saber el resultado) de hallar al perro el dia 1 segin dénde busque. Si busca en A, solo
puede encontrarlo si el perro estaba en A:

P(Fy | S1) =P(F | A,S1)P(A) =0.25-0.4 = 0.10.
Si busca en B, solo puede encontrarlo si el perro estaba en B:
P(F, | S7) =P(F; | A%, Sf)P(A°) = 0.15- 0.6 = 0.09.

Como 0.10 > 0.09, conviene buscar en el bosque A el primer dia.

(c) Probabilidad posterior de que esté en A tras no hallarlo en A. Por la regla
de Bayes, condicionando en {S, F{} (buscé en A y no lo encontré). Si el perro esta en
A, no encontrarlo tiene probabilidad P(Ff | A, S1) = 0.75; si estd en B, como busc) en
el bosque equivocado es seguro que no lo encuentra, P(Ff | A¢,S;) = 1. Entonces

P(A)P(Ff | A, S:) ~_04-075 030
P(A)P(Ff | A, S;) +P(A°)P(Ff | A, S;)  0.4-0.754+0.6-1  0.90

Qo=

La probabilidad de que el perro esté en A baja de 0.4 (a priori) a % ~ (.33 (posterior),
porque buscar sin éxito en A es evidencia leve de que no estaba ahi.
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Arbol de probabilidades — El perro de Oscar (dia 1)

Las ramas son probabilidades condicionales; cada camino completo es el producto de sus ramas. S; = buscar en A, S{ = buscar en B.

No encuentra
FyY
camino = 0.6 - 0.85 = 0.51

|

Perro en B P(Ff | B,S§) =0.85
P(B) = 0.6

P(Fy | B,S$) =0.15
Encuentra

Fy

P(B) =0.6 camino = 0.6 - 0.15 = 0.09
Perro
perdido
No encuentra

P(A) =04 Fe

camino = 0.4 - 0.75 = 0.30

Perro en A P(Ff | A,S)=0.75

P(A) = 0.4

P(Fy | A,S;) = 0.25

Encuentra
Iy
camino = 0.4 - 0.25 = 0.10

|

Cémo leer el arbol. El segundo nivel muestra dos escenarios de bisqueda distintos: la rama superior asume que Oscar busca en A

adsm{y) ozer urNSLLY) 0§°g

(S1) v la inferior que busca en B (SY); por eso las probabilidades de hallazgo difieren (0.25 frente a 0.15). Para la parte (b) se comparan
los caminos “Encuentra”: 0.10 (buscar en A) frente a 0.09 (buscar en B). Para la parte (c) se usan los dos caminos bajo S; (buscar
en A): el perro estd en A y no lo encuentra (0.4 -0.75 = 0.30) frente a que esté en B y no lo encuentre (0.6 - 1 = 0.60), de donde
P(A| 51, Ff) = 0.30/(0.30 + 0.60) = £. La muerte nocturna N/(N + 2) ocurriria después de este dfa y no interviene aqui.
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Nivel 5 — Reto+

Muy dificil / fuera del scope tipico: demostraciones y casos limite.

Ejercicio 1.41 (Reto+ — esperanza condicional E[X | Y] y ley de esperanza iterada). Un
punto (X,Y) se elige uniformemente en el triangulo 0 < z <y < 1, es decir f(z,y) =2 en
esa region (y 0 fuera). Piensa en Y = presupuesto disponible y X = gasto efectivo (nunca
mayor que el presupuesto).

(a) Verifica que f integra 1y halla las marginales fx y fy.
(b) Halla la condicional fxy(z|y) e identificala.

)
(c) Calcula E[X | Y = y| (como funcién de y).
)

(d) Verifica la ley de esperanza iterada E[X]| = E{E[X | Y]} calculando ambos lados.

(e) Calcula Var (E[X | Y]) y comparalo con Var(X). ;Qué dice la ley de varianza total?

(adaptado de MIT 18.05, Class 7; ley iterada estilo Blitzstein—-Hwang)

Solucion

(a) Area del tridngulo = 5 y2-i=1V

1
2

Y

Marginales: para z € [0,1], y va de x a 1, fx(z) = [} 2dy = 2(1 — x); para y € [0,1], =
vade 0 ay, fy(y) = JJ2dx = 2y.

(b) fxy(z|y) = % = ; para 0 < z < y: dado Y =y, X es uniforme en [0, y|.
(c) Como X | Y =y ~ Unif[0, y], su media es el punto medio:
Y
EX |Y =y] = o
(d) Ley iterada. Lado derecho, promediando E[X | Y] = % con la ley de Y (fy(y) =

2y):
XIY /yZydy—/ydy—f
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Lado izquierdo, directo con fx(z) = 2(1 — x):

Coinciden: E[X] = E[E[X | Y]] = L. v
(e) Ley de varianza total. La ley dice Var(X) = E[Var(X | Y)} + Var (E[X | Y])

« Var (E[X | Y]) = Var (§) = 1 Var(Y). Con fy = 2y: E[Y] = 2, E[Y?] = }, Var(Y) =
|

:— 5 =15, luego Var(E[X | Y]) = &.

2
» Var(X | Y =y) = % (varianza de Unif[0,y]), asi E[Var(X | Y)] = Jy L oydy =

0 12
1.1 _ 1
6 4 24
Suma: 5; + & = = + =5 = =5 = =. Y directamente Var(X) = E[X?] — (5)? con
E[X?) = [} 2®-2(1 —z)dz = 2—3 =4 daVar(X) = ¢ —; = 5. v Interpretacion: de

la varianza total de X (75), una parte (g;) es la variabilidad dentro de cada presupuesto
fijo y otra ( %) viene de que el presupuesto Y mismo varia.

Ejercicio 1.42 (Reto+ — cambio de variables con jacobiano: U = X +Y, V = X%FY)

Dos tiempos de espera independientes X, Y ~ Exponencial(1) (densidad e=*, e~¥). Define el
X
tiempo total U = X +Y y la proporcion V =

X+Y’

(a) Escribe la transformacion inversa z(u, v), y(u,v) y calcula el jacobiano.
(b) Halla la densidad conjunta f1 (u,v) sobre su soporte.

(c) Muestra que U y V son independientes, identifica sus distribuciones y di qué distribu-
cion tiene V.

(Reto+: el cambio de variables 2D con jacobiano excede el MicroMaster; adaptado de MIT
18.05 / Blitzstein—Hwanyg)

(a) Inversa y jacobiano. De u =z +y, v = z/(z + y) = z/u se despeja
T =uv, y=u(l—v).

El jacobiano de (z,y) respecto de (u,v):

B Ox/0u Ox/0v\ v uw) B B
J_det<8y/6u 8y/8v>_det<1—v —u>_ w —u(l —v) = —u, |J| = u.

(b) Densidad transformada. La conjunta de (X,Y) es fxy(z,y) = e %V =
e~ (#+Y) = ¢=v Por la férmula de cambio de variables,

fuy(u,v) = fxy (2w, 0),y(uw,0)) |J| =™ u=ue™,

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
Clase 3 — Soluciones e p. 25 de 29



B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

valida en el soporte v >0y 0 < v < 1 (pues x,y > 0 obligan u >0y 0 <wv < 1).
(c) Independencia y distribuciones. La densidad se factoriza y el soporte es un
rectangulo (0,00) x (0,1):

fov(u,v) = (u e‘") . (1) )

—_— =~
fulw)  fv(v)

Luego U y V son independientes, con
U~ Gamma(2,1) (fu(u) =ue™), V ~ Unif[0,1] (fv(v) =1).

(Verificacién: [ ue "du =1y [y 1dv = 1.) Es un resultado clasico: para exponenciales
i.i.d., el total y la proporcion son independientes, y la proporciéon es uniforme.

Ejercicio 1.43 (Reto+ — uniforme sobre un disco: Cov = 0 pero no independientes). Un
punto (X,Y) se elige uniformemente en el disco unitario D = {(z,y) : 2* + y*> < 1}, de 4rea

1
m, asi que f(x,y) = — en D (y 0 fuera).
m

(adaptado de MIT 18.05, Class 7: “zero covariance does not imply independence”)

Solucion

(a) Marginal. Para x € [—1,1], y recorre [—v/1 — 22, /1 — 22]:

Vi-z? ] 21 — z2
= —dy=—""—, -1 <z <1
fX(x) /WW y s =T=
Yy
1
F=—t 95
T 1

D:a22442<1

(b) Momentos y covarianza. Por simetria de D respecto de ambos ejes, E[X] =
E[Y] = 0. Para E[XY], la funcién xy es impar bajo x +— —zx mientras el disco es
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simétrico, asi que

/ / xydxdy = 0.
Por tanto Cov(X,Y) = E[XY]| — E[X]E|
(c) ;Independientes? NO. A pesar de Cov = () no son independientes: el soporte D
no es un rectangulo, el rango de Y depende de X. Concretamente, si X esta cerca de 1,
entonces Y estd forzado a estar cerca de 0 (la franja vertical es muy corta), mientras que
siX =0,Y puedeirde —1 a 1. Ademds fx(z)fy(y) = 5V1 —22V/1 -2 # L = f(z,y).
Este es el contraejemplo clasico: covarianza cero no implica 1ndependenc1a (la cova-
rianza solo detecta dependencia lineal, y aqui la dependencia es puramente geométrica/no
lineal).
(d) Probabilidad radial. Es la razén de areas (densidad constante):

drea del disco de radio 1/2  «(1/2)* 1
drea de D w2 4

IP(X2 +Y?< }1) =

Ejercicio 1.44 (Reto+ — de la tabla conjunta a Cov, Corr e interpretacién). Una encuesta
clasifica hogares por X = ntimero de adultos que trabajan (0,1,2) y Y = ntmero de hijos
en edad escolar (0, 1,2). La pmf conjunta (frecuencias relativas) es:

f(:c,y)‘YzO Y =1 Y:2‘fx(x)

X=0]| 010 004 001

X=1| 008 020 0.12

X=2| 002 016 027
fr() |

a) Completa las marginales fx v fy.

(
(b) Calcula E[X], E[Y], E[XY] y Cov(X,Y).

)
)
(c) Calcula Corr(X,Y).
(d) ;Son independientes? Da una celda que lo refute.
)

(e) Interpreta el signo y la magnitud de la correlacion en este contexto social.

Solucion

(a) Marginales. Sumando filas y columnas:

fx(0) =0.15, fx(1) =0.40, fx(2) =0.45;  fy(0) =0.20, fy(1) = 0.40, fy(2) = 0.40.

(Comprobacién: cada conjunto suma 1.)
(b) Momentos.

E[X] = 0(0.15)+1(0.40) +2(0.45) = 1.30,  E[Y] = 0(0.20) + 1(0.40) -+ 2(0.40) = 1.20.
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E[XY] =3, , 2y f(z,y); solo aportan las celdas con z,y > 1:
E[XY] = 1-1(0.20) + 1-2(0.12) + 2-1(0.16) + 2-2(0.27) = 0.20 +0.24 + 0.32 + 1.08 = 1.84.

Cov(X,Y) =E[XY] — E[X]E[Y] = 1.84 — 1.30 - 1.20 = 1.84 — 1.56 = 0.28.

(c) Correlacién. E[X?] = 0+ 1(0.40) + 4(0.45) = 2.20, Var(X) = 2.20 — 1.30* = 0.51;
E[Y?] = 0+ 1(0.40) + 4(0.40) = 2.00, Var(Y) = 2.00 — 1.20% = 0.56.

028 028 028
V051056 /0.2856  0.5344

(d) Independencia. No: por ejemplo f(0,0) = 0.10 pero fx(0)fy(0) = 0.15-0.20 =
0.03 # 0.10.

(e) Interpretacién. La correlacién ~ 0.52 es positiva y moderada: los hogares con mas
adultos trabajando tienden también a tener mas hijos en edad escolar. Esto es asociacion,
no causalidad: ambas variables pueden subir juntas por un factor comin (p.ej. hogares
méas grandes o en cierta etapa del ciclo de vida). La magnitud intermedia indica una
relacion real pero con bastante dispersion: hay hogares con dos trabajadores y sin hijos,
y viceversa.

Corr(X,Y) ~ 0.524.
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