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i Qué veremos hoy?

@ Funciones de variables aleatorias
@ Esperanza E[X]

© Varianza

O Momentos

@ Covarianza y correlacion

@ Hacia la regresion

@ Manos a la obra
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Funciones de variables aleatorias
(o] Jelele]

De una v.a. a una funcién de ella

La idea

Si X es aleatoria, cualquier transformacién Y = g(X) también lo es.

Muchas cantidades de interés son funciones de una v.a.:
® ¢l logaritmo del ingreso log X,
® ¢l ingreso convertido de soles a délares Y = X/3.7,
® una desviacién al cuadrado (X — p)2.

La pregunta: jcual es la distribucion de Y?
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Funciones de variables aleatorias
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El método de la cdf

Definicién 1 (Método de la cdf (the cdf method))

Para hallar la distribucion de Y = g(X):
@ Determina el soporte inducido de Y .
® Escribe la cdf de Y como probabilidad sobre X :
Fy(y) =P(Y < y) =P(g(X) < y).
© Resuelve g(X) <y como un evento sobre X y evalialo con Fx.
O Si Y es continua, deriva: fy(y) = F{(y).
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Funciones de variables aleatorias
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Ejemplo: la funcién no monétona Y = X2

Sea X ~ Unif[-1,1], con fx(x) = 3 y Fx(x) = %5 en [~1,1]. Queremos fy con
Y = X2 (que vive en [0, 1]).

El truco: traducir bien el evento

X*<y &= —\y<X<\y.

_ _ B IRVAR R A 1
Frly) = Fx(v9) — Fx(—v) = Y2 e A5
iCuidado!
Si g no es monétona, no olvides la rama negativa: P(X2 < y) # P(X < \/y). J
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Funciones de variables aleatorias
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Demo resuelto: Y = X? con X ~ Unif|0, 1]

Sea X ~ Unif[0,1], con fx(x) =1y
Fx(x) = x en [0,1]. Se pide: fy de Y = X?
(vive en [0, 1]).

Solucién (método de la cdf)
Para0 <y <1, como X > 0:

Fy(y) =P(X <Vy) = Fx(Vy) = V-

1
Derivando, | fy(y) = ——, 0 <y < 1.

2y
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Linea azul: fy(y) =

1
A
Verde punteada: la fx = 1 de partida.
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Esperanza E[X]
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iDdnde esta el centro? La esperanza

Definicién 2 (Esperanza / valor esperado)

La esperanza (expectation, mean) de X, denotada E[X] o u, es

—00
TV
continua

E[X] =) xfx(x) E[X] = /OO x fx(x) dx

discreta

.

Intuicion: el punto de equilibrio (balancing point)

Si la pdf es masa repartida sobre la recta, E[X] es el lugar donde la distribucién “hace
balanza".
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Esperanza E[X]
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Demo: esperanza discreta (afios de educacién)

Problema
Nivel educativo X (afios) de un adulto, con pmf:

x 6 11 14 17
fx(x) | 0.30 0.40 020 0.10

Se pide: la educacién promedio E[X].

E[X] = 6(0.30) + 11(0.40) + 14(0.20) + 17(0.10)
= 10.7 afios.

\
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6 11 14 17

x (afios)
Barras: pmf. Linea roja: la media u = E[X] (punto
de equilibrio).
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Esperanza E[X]
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Demo: esperanza continua (la exponencial)

Problema

El tiempo X (en meses) hasta conseguir empleo es exponencial con fx(x) = Ae ™
para x > 0, con A = % por mes.
Se pide: la espera media E[X].

Solucién
Integrando por partes,

o 1 1
E[X] = / xAe Mdx =< = — = 4 meses.
0 A 1/4 )
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Esperanza E[X]
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Propiedades: linealidad de la esperanza

Linealidad (linearity of expectation)

Para constantes a, by v.a. X, Y (jno hace falta independencial):

E[a)=a,  E[aX+b]=aE[X]+b,  E[X+ Y]=E[X]+E[Y].

Error clasico del curso
E[X + Y] = E[X] + E[Y] vale siempre.
E[XY] = E[X]E[Y] solosi X 1L Y.
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Esperanza E[X]
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LOTUS: la ley del estadistico inconsciente

Teorema 1 (LOTUS (law of the unconscious statistician))

Para calcular E[g(X)] no hace falta hallar primero la distribucién de Y = g(X). Basta:

o0

Blg(0] =Y g kl) o Elg()]= [ () f(x)d

—00

Ejemplo express

Con un dado justo y g(X) =2X + 1:

por linealidad E[2X + 1] = 2(3.5) + 1 = 8; por LOTUS
tB3+5+7+9+11+13) =2 =8. Coinciden.
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Varianza
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i Qué tan dispersa esta? La varianza

Dos paises pueden tener el mismo ingreso promedio y, aun asi, uno ser mucho mas
desigual. La media no captura eso; la varianza si.

Definicién 3 (Varianza y desviacién estandar)

Var(X) =E[(X —p)?], o =SD(X) = /Var(X).

La desviacién estandar o tiene las mismas unidades que X.

Férmula de atajo (la que usaras siempre)

Var(X) = E[X?] - (E[X])’

“El promedio de los cuadrados menos el cuadrado del promedio”.
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Varianza
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Propiedades de la varianza

Var(X) > 0, Var(a) =0, Var(aX + b) = a* Var(X)

e Sumar una constante b desplaza la distribuciéon pero no cambia su dispersién.

e Multiplicar por a la estira: la varianza cambia por a° (la desviacién estandar, por

|al)-

Estandarizar

Z = P tiene siempre E[Z] =0y Var(Z) = 1.

g

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
Clase 4 - Esperanza y Varianza 16 / 31




Varianza
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Demo resuelto: E[X] y Var(X) de una pmf

Problema

Misma educacién X con pmf
fx(6) = 0.30, fx(11) = 0.40, fx(14) = 0.20, fx(17) = 0.10 (ya calculamos
E[X] = 10.7). Se pide: la varianza Var(X) y la desviacién estandar o.

Paso 1: segundo momento E[X?]

E[X?] = 36(0.30) + 121(0.40) + 196(0.20) + 289(0.10) = 127.3.

Var(X) = E[X?] — (E[X])? = 127.3 — (10.7)? = 127.3 — 114.49 = 12.81,
de donde o = +/12.81 = 3.58 afios. |
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Momentos
oeo

Momentos: resumir la forma con niimeros

Definicién 4 (Momentos (moments))

El k-ésimo momento de X es E[XX]. El k-ésimo momento central es E[(X — p)].

® 1.°" momento E[X] = u: la localizacién (centro).
e 2.9° momento central E[(X — p)?] = Var(X): la dispersién.
® 3.°" momento central: la asimetria (skewness).

e 4.'° momento central: la curtosis (kurtosis, grosor de colas).

Cada momento resume un rasgo de la forma. En la practica casi siempre nos basta con
los dos primeros: media y varianza.
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Momentos
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Demo resuelto: asimetria (skewness) de una pmf

Problema

Una v.a. X toma valores {0,1,4} con pmf x
fx(0) = 0.5, fx(1) = 0.4, fx(4) = 0.1. Se &
pide: el signo del 3. momento central |
E[(X — u)3] (iasimétrica a la derecha?). 0 o !

Solucién La masa larga hacia la derecha (en x = 4) genera
Media & = 1(0.4) + 4(0.1) = 0.8. el sesgo positivo.

E[(X—p)"] = 32, (x — 0.8)*fx (%)
= —0.256 + 0.0032 + 3.2768 = +3.024.

Positivo = cola a la derecha (sesgo +).
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Covarianza y correlacién
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Dos variables a la vez: covarianza

Definicién 5 (Covarianza)

atajo

Cov(X, ¥) = E[(X — ux)(Y — )] °Z° E[XY] - E[X]E[Y].

® Cov > 0: cuando X estad por encima de su media, Y también (suben juntas:
educacion e ingreso).

e Cov < 0: se mueven en sentidos opuestos (precio y cantidad demandada).

® Cov = 0: no hay tendencia lineal conjunta.

A
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Covarianza y correlacién
[e]e] lelele)

Dos nubes de dispersién (scatterplots)
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Izquierda: X e Y suben juntas. Derecha: una sube y la otra baja.
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Covarianza y correlacién
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Correlacién: la covarianza estandarizada

Definicién 6 (Correlacién)

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = pxy =
ox oy

—1 < pxy <1 (sin unidades).

Ademas |pxy| =1 si y solo si Y = aX + b (relacion lineal exacta).

Varianza de una suma (caso general)

‘ Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X, Y) ‘

Si X 1L Y entonces Cov = 0 y se reduce a Var(X) + Var(Y).

.
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Covarianza y correlacién
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Independencia y covarianza: jun solo sentido!

Teorema 2 (Independencia = Cov = 0)
Si X 1LY, entonces E[XY| = E[X]E[Y] y por tanto Cov(X,Y) = 0.

iPero NO al revés!

Cov(X, Y) = 0 no implica independencia. La covarianza solo ve la relacién lineal; dos
variables pueden estar fuertemente ligadas de forma no lineal y tener covarianza cero.

Contraejemplo
X ~ Unif[~1,1], Y = X? (jtotal dependencia!). Sin embargo
Cov(X,Y) = E[X3] - E[X]E[Y] =0 -0 =0.

A
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Demo resuelto: Cov y Corr con datos

Covarianza y correlacién
[e]e]e]e]e] )

Problema

Cinco hogares, X = afios de educacién, Y =
ingreso (miles):

Se pide: Cov(X, Y) y pxy (poblacional, +n).

Solucién

X =6, Y=5; Cov=$(8+2+0+4+4)=3.6. Con
_ 36 _ 36 _ 0.0.

05(28, 0%/221 pxy—\/g\/i_ 7
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X (educacion)
Nube ascendente: X e Y suben juntas (p = 0.9).

Punteada: tendencia lineal.
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Hacia la regresién
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La mejor prediccién lineal (best linear predictor)

Queremos predecir Y a partir de X con una recta o + 58X, minimizando el error
cuadratico medio E[(Y — a — 8X)?].

8=

Var(X)

~ Cov(X,Y)

Oy
= PXYy >
ax

a=py — Bux.

® |a pendiente 3 es la covarianza reescalada por cuanto varia X.

® Si p =0: la mejor prediccién lineal es simplemente 1y (X no ayuda).

® Esto es, literalmente, el comienzo de la econometria.
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Hacia la regresién
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Demo: educacién — ingreso

Problema

Para X (afios de educacién) e Y (ingreso mensual, en soles) se estima ux = 10,

Hy = 1500, ox = 3. Oy = 900 Y pxXy = 0.6.

Se pide: la pendiente 5 y el intercepto  de la mejor prediccién lineal Y = o + 5X.

Solucién: pendiente e intercepto

900
8= pXYZ—Y =06~ =180, &=y — Bux = 1500 - 180(10) = ~300.
X

Interpretacion

Cada afio adicional de educacién se asocia con unos 180 soles mas de ingreso mensual.
Asociacién, no necesariamente causalidad.

V.
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Manos a la obra
oe

® Revisa el PDF de teoria para el detalle (Markov, Chebyshev y mas ejemplos).
® Practica con el PDF de ejercicios (3 niveles: Basic - Core - Challenge).

® Verifica con el PDF de soluciones paso a paso.

[ )

En R: mean(x), var(x), sd(x), cov(x,y) y cor(x,y) hacen el trabajo numérico.

iA practicar!
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