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B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

Niveles de dificultad (difficulty levels)

Cada problema esta rotulado por color segin su nivel, de lo més accesible (Nivel 1) a lo més
dificil (Nivel 5). Empieza por donde te sientas cémodo y avanza a tu ritmo; los niveles 4-5 son
extensiones para profundizar, no un requisito.

» B Nivel 1 — Fundamentos: calentamiento muy guiado; para quien parte de casi cero.
» M Nivel 2 — Ntcleo: el nivel objetivo del curso/examen.

» I Nivel 3 — Aplicacién: combina varias ideas en contexto realista.

= B Nivel 4 — Reto: dificil, integra varios temas.

« M Nivel 5 — Reto+: muy dificil / fuera del scope tipico.

1. Problemas y soluciones

Nivel 1 — Fundamentos (warm-up)

Para quien parte de casi cero: cdlculos directos y guiados.

Ejercicio 1.1 (Esperanza de una pmf en tabla). El nimero de hijos X por hogar en una
encuesta tiene la pmf:

x o 1 2 3 4
P(X=x) 0.10 025 035 020 0.10

Calcula el nimero esperado de hijos E[X].

E[X] =3,z fx(z) = 0(0.10) + 1(0.25) + 2(0.35) + 3(0.20) + 4(0.10) = 0+ 0.25 4+ 0.70 +
0.60 4+ 0.40 = 1.95 hijos.

Ejercicio 1.2 (Esperanza paso a paso de una pmf de dos valores). Una maquina expendedora
falla con probabilidad 0.2. Sea X =1 si falla y X = 0 si no.

(a) Escribe la pmf de X (los dos valores y sus probabilidades).

(b) Calcula E[X] multiplicando cada valor por su probabilidad y sumando.

(Problema nuevo de calentamiento.)

(a) X toma el valor 1 con probabilidad 0.2 y el valor 0 con probabilidad 0.8.
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(b) Siguiendo la definicion E[X] =Y,z P(X = z):
E[X]=1-(0.2)+0-(0.8) = 0.2+ 0 = 0.2.

(Para una indicadora, E[X] es simplemente la probabilidad de que ocurra el evento.)

Ejercicio 1.3 (Esperanza y varianza de una pmf). El nimero X de personas que trabajan
en un hogar tiene pmf p(0) = 0.2, p(1) = 0.5, p(2) = 0.3.

(a) Calcula E[X].
(b) Calcula E[X?] y luego Var(X).

(c¢) Da la desviacién estandar o.

[X] = 0(0.2) + 1(0.5) + 2(0.3) = 0.5+ 0.6 = 1.1.
[X2] = 0(0.2) + 1(0.5) + 4(0.3) = 0.5+ 1.2 = 1.7; Var(X) = E[X?] — (E[X])? =
1.7-1.12 = 1.7 — 1.21 = 0.49.

) =

0.49 =0.7.

Ejercicio 1.4 (Varianza paso a paso de una pmf de tres valores). El nimero X de cafeés
que toma una persona al dia tiene pmf p(0) = 0.5, p(1) = 0.4, p(2) = 0.1.

(a) Calcula E[X].
(b) Calcula E[X?].
(c) Usa el atajo Var(X) = E[X?] — (E[X])? para hallar Var(X).

(Problema nuevo de calentamiento; practica el atajo de la varianza.)

(a) E[X] = 0(0.5) + 1(0.4) + 2(0.1) = 0+ 0.4 + 0.2 = 0.6.
(b) E[X?] = 0%(0.5) 4+ 12(0.4) +22(0.1) =04 0.4+ 0.4 = 0.8.
(c) Var(X) = E[X?] — (E[X])? = 0.8 — (0.6)2 = 0.8 — 0.36 = 0.44.

Ejercicio 1.5 (Linealidad de la esperanza: E[aX + b] guiado). Sea X una variable con
E[X] = 4. Define Y = 3X + 5.

(a) Recuerda la regla E[aX + b] = ¢ E[X] + b. Identifica a y b.
(b) Calcula E[Y].

(Problema nuevo de calentamiento: linealidad pura, sin varianza.)
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(a) Aquia =3y b=>5.
(b) E[Y] = E[3X + 5] = 3E[X]+5=3(4) +5=12+5 = 17. (La constante b = 5 se
suma tal cual; el factor @ = 3 multiplica a E[X].)

Ejercicio 1.6 (Linealidad de la esperanza). Una persona tiene un ingreso aleatorio X (en
soles) con E[X] = 1500 y Var(X) = 200> = 40000. Recibe un bono fijo de 300 soles y,
ademas, le suben el sueldo un 10 %, de modo que su nuevo ingreso es Y = 1.1 X + 300.

(a) Calcula E[Y].
(b) Calcula Var(Y) y SD(Y).

(a) E[Y] = 1.1E[X] 4 300 = 1.1(1500) + 300 = 1650 + 300 = 1 950.

(b) Sumar la constante 300 no cambia la varianza; el factor 1.1 la multiplica por 1.1%
Var(Y) = 1.12 Var(X) = 1.21 - 40000 = 48400. Asi SD(Y') = /48400 = 220 (también
— 1.1-200).

Ejercicio 1.7 (Esperanza de una uniforme discreta (un dado)). Se lanza un dado justo; sea
X el nimero que sale (X € {1,2,3,4,5,6}, cada uno con probabilidad %)

(a) Calcula E[X].
(b) Calcula E[X?] y luego Var(X).

(2Q)EX]=%(1+2+3+4+5+6) =2 =35.

6 6
_ 2
(b) E[X?) = L(1+4+9+16+25+36) = % ~ 15.16; Var(X) =2 — (1) =% -2 =

182—147 __ 35 .
5o = 55 & 2917,

Ejercicio 1.8 (LOTUS con una v.a. discreta). Sea X el resultado de un dado justo (E[X] =
3.5). Defines la “recompensa” g(X) = 2X + 1 (en soles).

(a) Calcula E[g(X)] de dos maneras: por linealidad y por LOTUS (sumando g(z) fx(z)).

Por linealidad: E[2X + 1] = 2E[X] +1=2(3.5) + 1 = 8.

> (2x + 1)%. Los valores de g son 3,5,7,9,11, 13, cuya suma

Por LOTUS: E[g(X)]
48 _ 8. Coinciden.

es 48, asi E[g(X)] =

6
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Ejercicio 1.9 (LOTUS con g(X) = X?). El ntimero X de quejas diarias en una oficina tiene
pmf p(0) = 0.5, p(1) = 0.3, p(2) = 0.2.

(a) Usando LOTUS, calcula E[X?].
(b) Calcula Var(X).

(a) E[X?] = &, 22fx () = 0(0.5) + 1(0.3) + 4(0.2) = 0.3+ 0.8 = 1.1.
(b) E[X] = 0(0.5) + 1(0.3) + 2(0.2) = 0.7, asf Var(X) = 1.1 — 0.72 = 1.1 — 0.49 = 0.61.

Ejercicio 1.10 (Esperanza de una variable Bernoulli). Sea X una variable indicadora: X =1
si una persona encuestada tiene seguro de salud (con probabilidad p = 0.7) y X = 0 si no.

(a) Calcula E[X].

(b) Calcula Var(X) y comprueba la férmula general Var(X) = p(1 — p).

(a) EIX]=1-p+0-(1—p)=p=0.7.
(b) Como X? = X (vale 0 o 1), E[X?] = E[X] = 0.7. Entonces Var(X) = E[X?] —
(E[X])? = 0.7 — 0.49 = 0.21 = p(1 — p) = 0.7- 0.3. (v')

Nivel 2 — Ntcleo (core)

El nivel objetivo del curso/examen; todos deberian llegar aqud.

Ejercicio 1.11 (Esperanza de un juego (jes justo?)). En una rifa benéfica pagas 2 soles por
un boleto. Con probabilidad 0.01 ganas 100 soles y con probabilidad 0.99 no ganas nada.
Sea G la ganancia neta (premio menos costo).

(a) Escribe la pmf de G y calcula E[G].
(b) (El juego es “justo” (esperanza cero) para el jugador?
(a) Si ganas, la ganancia neta es 100 — 2 = 98 (prob. 0.01); si no, es —2 (prob. 0.99).
E[G] = 98(0.01) + (—2)(0.99) = 0.98 — 1.98 = —1.00.

(b) No es justo: el jugador pierde, en promedio, 1 sol por boleto (lo cual tiene sentido en
una rifa benéfica).

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
Clase 4 — Soluciones ¢ p. 4 de 24



B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

Ejercicio 1.12 (Media vs. mediana en ingresos). En un pueblito de 5 hogares, los ingresos
mensuales (en soles) son 1000, 1200, 1400, 1500 y 20000 (un hogar muy rico).

(a) Calcula el ingreso promedio (media).
(b) Calcula la mediana.

(c) ;Cual describe mejor “al hogar tipico” y por qué?

Solucion

1 1 14 1 2 251
(a) Media — 000 + 1200 + 1400 + 1500 + 0000: 550025020‘

5
(b) Ordenados, el valor central (3. de 5) es la mediana: 1400.
(c¢) La mediana (1400) describe mejor al hogar tipico: la media (5020) estd inflada por
el valor atipico de 20000. La media es sensible a los extremos; la mediana es robusta.

Ejercicio 1.13 (Comparar dispersion con la desviacién estdndar). Dos regiones tienen el
mismo ingreso promedio, pero distinta dispersién. En la region A, Var(X ) = 300%; en la B,
Var(Xpg) = 7502 (soles?).

(a) Da la desviacion estandar de cada regién.

(b) (En cuél el ingreso es mas desigual (mas disperso)?

(a) SD(X4) = V3002 = 300 soles; SD(Xp) = v/ 750% = 750 soles.
(b) La regién B es més dispersa (desviacién estdndar mayor): aun con el mismo promedio,
sus ingresos varian mas.

Ejercicio 1.14 (E[X). y Var(X) de una uniforme continua] El tiempo de atencién X (en

minutos) en una ventanilla es uniforme en [0, 10], con densidad f(z) = {5 en ese intervalo.

(a) Calcula E[X].

(b) Calcula E[X?] y luego Var(X).

() E[X] = [Pz Lar= 2.2

i = 1 .50 =5 minutos.

10

0

10
(b) IE[X2] = 022 L da;—l—-§0 = & - 190 — 10 Entonces Var(X) = 12 — 52 =
— 25 = 2 ~ 8.33. (Coincide con la férmula ¢=2- “) =10 -2)
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Ejercicio 1.15 (E[X). y Var(X) de una densidad lineal] Los anos de educacién (reescalados)
X tienen densidad f(z) = gz en [0,4] (y 0 fuera).

(a) Calcula E[X].

(b) Calcula E[X?] y luego Var(X).

(a) E[X] = fic-tode = 1 [fa?dz = 1. %

(b) E[X?] = émQ-éxdx: éf(jlx?’dx =
Q64 _ 7264 _ 8

o _ 1264 _ 8 .89.

Ejercicio 1.16 (E[X). y Var(X) de una exponencial] El tiempo X (en meses) hasta conseguir

empleo es exponencial con A\ = i, es decir f(z) = ie*x/‘l para z > 0.

(a) Usando que E[X] = 1/)\y E[X?] = 2/)?, calcula E[X] y Var(X).

E[X] = 1/X = 4 meses. E[X?] = 2/)2 = 2
(E[X])2 =32 — 16 = 16, v SD(X) = 4 = 1/\.
estandar coinciden.)

- 16 = 32. Por tanto Var(X) = E[X?] —
(En la exponencial, media y desviacion

Ejercicio 1.17 (Densidad triangular). Sea X con densidad f(z) = 2x en [0,1] (y 0 fuera)
— una densidad triangular que favorece valores altos.

(a) Calcula E[X].

(b) Calcula E[X?] y luego Var(X).

(a) E[X] = [y z - 2z dx = [y 22°dz = 2. ,
(b) E[X?] = fy 22 -2z dx = [, 22° dx = 1. Entonces Var(X) = 1 — (%) =1_st=235_
1~ 0.056

Ejercicio 1.18 (Funcién Y = +/X por LOTUS). Sea X ~ Unif[0,1] y Y = VX.

(a) Calcula E[Y] por LOTUS.

(b) Calcula E[Y?] por LOTUS y deduce Var(Y).
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(@) EIY] = BV = i yado = . 2
(b) E[Y?] = E[X] = fol rxdr = %, ast Var(Y) = % — (%) —

Ejercicio 1.19 (Esperanza de una combinacién lineal). Un hogar tiene dos fuentes de ingre-
so: X (sueldo) con E[X] = 1800 e Y (negocio) con E[Y] = 600 soles. El gasto fijo mensual
es de 500 soles. El ahorro es A = X +Y — 500.

(a) Calcula E[A].

(b) Si el Estado les transfiere ademds un subsidio que duplica el ingreso del negocio (de
modo que ahora A" = X + 2Y — 500), calcula E[A’].

(a) E[A] = E[X] + E[Y] — 500 = 1800 + 600 — 500 = 1 900.
(b) E[A'] = E[X] +2E[Y] — 500 = 1800+ 1200 — 500 = 2 500. (La linealidad no requiere
independencia entre X e Y.)

Ejercicio 1.20 (Var(aX +b): estandarizar una variable). Sea X con E[X] = 50 y Var(X) =
X =50
e

25. Definimos la variable estandarizada Z =

(a) Calcula E[Z].
(b) Calcula Var(Z2).

Solucion

Escribimos Z = £ X — 10, con a = £, b = —10.
(a) E[Z] = tE[X] — 10 = (50) 10 =10—-10 = 0.
(b) Var(Z) = (%)2Var(X ) = 5= - 25 = 1. (Estandarizar siempre da media 0 y varianza

1)

Nivel 3 — Aplicacién

Combina dos o mds ideas en contexto realista; consolida lo aprendido.

Ejercicio 1.21 (Covarianza de una conjunta discreta). Dos v.a. X € {0,1} (;la persona
estudi6 técnica?) e Y € {0,1} (jestd empleada?) tienen la pmf conjunta:
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flzy) | Y =0 Y=
X=0] 030 020
X=1] 010 040

(a) Halla las marginales y calcula E[X], E[Y].
(b) Calcula E[XY] y luego Cov(X,Y).

(c) ;El signo de la covarianza tiene sentido?

(a) Marginales: fx(0) = 0.50, fx(1) = 0.50 = E[X] = 0.5. fy(0) = 0.40, fy(1) = 0.60
= E[Y] = 0.6.

(b) E[XY] = > ay f(z,y); solo aporta la celda (1,1): E[XY] = 1-1-0.40 = 0.40. Entonces
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0.40 — 0.5 - 0.6 = 0.40 — 0.30 = 0.10.

(c) Si: Cov > 0 indica asociacion positiva (quien estudié técnica tiende a estar empleado).

Ejercicio 1.22 (E[Y). con Y = X? por LOTUS y por cdf] Sea X ~ Unif[0, 1] (densidad
f(x)=1en[0,1]) y Y = X2

(a) Calcula E[Y] = E[X?] directamente por LOTUS.

(b) Halla la densidad fy (y) por el método de la cdf y recalcula E[Y] integrando [y fy (y) dy.
Comprueba que coinciden.

(a) Por LOTUS: E[X?] = [y 22 - 1dx = 3.
(b) Para 0 <y < 1: Fy(y) =P(X* <y) =P(X < /y) = /Yy, asi fy(y) = ﬁ Entonces
E[Y] = fjy- ﬁdy = [ svydy = -2 = 1. Coincide con LOTUS (jy LOTUS fue
mucho més rapido!).

w

Ejercicio 1.23 (Cuarta variable: combinacion con varianzas independientes). Una empresa
tiene tres sucursales con ventas diarias independientes X1, Xo, X3, cada una con E[X;] = 1000
y Var(X;) = 200% = 40000 soles®. Sea T'= X; + X, + X3 la venta total.

(a) Calcula E[T7.
(b) Calcula Var(T') y SD(T).
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(a) E[T] =3-1000 = 3000.
(b) Por independencia, Var(T) = 3 - 40000 = 120000, asi SD(T") = /120000 ~ 346.4
soles. (Nota: la desviacién estdndar no se triplica; crece como v/3.)

Ejercicio 1.24 (De Qx a y: una v.a. es una funcién (caso discreto)). Una v.a. X —el error
de pronostico de un indicador, en unidades enteras— toma valores en el espacio muestral
Qx ={-2,-1,0,1,2}, cada uno con probabilidad % Define Y = X? (el error cuadritico).

Qx (valores de X) Qy (valores de Y = X?2)

A,

|

\

(a) {Cudl es el espacio muestral 0y de Y?
(b) Halla la pmf de Y, py(y), y verifica que 3>, py(y) = 1.

(c¢) Explica, mirando el diagrama, por qué Y = ¢g(X) es una funcion de Qx a Qy y por
qué las probabilidades se suman al mapear.

(d) Calcula E[Y] y observa que coincide con Var(X). ;jPor qué?

Solucion

(a) Qy ={0,1,4} (al elevar al cuadrado, £1 — 1y £2 — 4: el mapeo es muchos-a-uno).
(b) Sumamos las probabilidades de las preimagenes: py(0) = P(X=0) = 1; py(1) =
P(X=—1)+P(X=1) = 1+i =2, py(4) = P(X=—2)+P(X=2) = 2. Suma: } +2+2 =1.
v

(c) Cada valor de X tiene una imagen Y = X? (eso es una funcién), pero varios valores
de X pueden caer en el mismo Y. Para hallar P(Y = y) juntamos (sumamos) las proba-
bilidades de todos los x que el mapa envia a y: la probabilidad del evento {Y = y} es la
del evento {X € g7 (y)}.

(d) E[Y] = E[X?] = {(44+14+0+1+4) = 2. Como E[X] = 0 (simétrico),
Var(X) = E[X?] — 02 = 2 = E[Y].

Ejercicio 1.25 (Covarianza y correlacién de una densidad conjunta continua). Sea f(z,y) =
x +y para (z,y) € [0,1] x [0,1] (y 0 fuera).
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(1) Halla las marginales y calcula E[X], E[Y], Var(X), Var(Y).
(2) Calcula E[XY]y Cov(X,Y).

(3) Calcula la correlacién pxy-.

Solucion

(1) Marginal: fx(z) = [y (z +y)dy = + % (y por simetria fy(y) =y + 3).

1 1
IE[X]:/O x(m‘{'%)dl‘:%“_i:%, IE[XQ]:/O I'Q(l‘—i-%)dm:i%—%:%.

Var(X) = % — (1—72)2 = 0049 — 1L (joyal para V).

144 144

(2) EIXY] = [ofy 2y(z 4+ ) drdy = [, (% + y;)dy = ¢+ & = 5. Entonces Cov(X,Y) =
l_(l)2:48—49:_i
3 \12 144 144
Cov(X,Y —1/144 1
(3) pxy = ov(X¥) il 1 ~ —0.091. (Correlacion negativa débil.)

oxoy  11/144 11

Ejercicio 1.26 (Var(X+Y) con covarianza no nula). Sea de nuevo f(z,y) = z+y en [0, 1}%
Del ejercicio anterior: Var(X) = Var(Y) = ﬁ y Cov(X,Y) = _ﬁ.

(1) Calcula Var(X +Y') usando Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

(2) (Por qué serfa un error usar Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y) aqui?

Solucion

() Var(X +Y) =L+ L +2( - ) =22 = & = £ ~ 0139,
(2) Porque X e Y no son independientes (Cov # 0). La férmula Var(X) + Var(Y') solo
vale bajo independencia (o, mas en general, cuando Cov = 0); ignorar el término 2 Cov

daria %, un valor equivocado.

Ejercicio 1.27 (Covarianza con propiedades de la suma). Sean X,Y con Var(X) = 4,
Var(Y) =9y Cov(X,Y) = —2. Considera U =2X +Y y W =X - Y.

(1) Calcula Var(U).
(2) Calcula Var(W).

(3) Calcula Cov(U, W) usando bilinealidad de la covarianza.
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(1) Var(2X+Y) = 4 Var(X)+Var(Y)+2:2:Cov(X, Y) = 4(4)+9+4(—2) = 164+9-8 = 17.
(2) Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y) —2Cov(X,Y) =4+ 9 —-2(-2) =13 +4 =17.
(3) Por bilinealidad:

Cov(2X +Y, X —-Y)=2Cov(X,X)—2Cov(X,Y) + Cov(Y, X) — Cov(Y,Y)

= 2 Var(X)—2Cov(X,Y)+Cov(X,Y)—Var(Y) = 2(4)—Cov(X,Y)-9 =8—(—-2)—-9 = 1.

Ejercicio 1.28 (Correlacion de una transformacion lineal). Sean X, Y con pxy = 0.8. Define
U=3X+5yV==-2Y+1.

(1) Calcula Cov(U, V) en términos de Cov(X,Y).

(2) Calcula pyy (la correlacion entre U y V).

(1) Por la propiedad Cov(aX +b, cY +d) = ac Cov(X,Y ) cona = 3,¢c = —2: Cov(U,V) =

3-(—2) Cov(X,Y) =—6 Cov(X,Y).

(2) Las desviaciones estandar escalan por |a| y |c|: oy = 30x, oy = 20y. Entonces
Cov(U,V) -6 Cov(X,Y) -6 Cov(X,Y)

= = = T~ pxy =—0.8.
AT oyoy (30’)()(20’1/) 6 Ox0y 225

La correlacion solo cambia de signo (porque uno de los factores es negativo); su magnitud
es invariante ante transformaciones lineales.

Ejercicio 1.29 (Coeficientes de regresion a partir de momentos). En una muestra grande se
estima gy = 10 (afios de educacion), py = 1500 (ingreso), ox = 3, oy = 900 y pxy = 0.6.

(1) Calcula la pendiente 3 y el intercepto « de la mejor prediccién lineal de Y sobre X.

(2) Predice el ingreso de alguien con 14 afios de educacion.

(3) Interpreta 3 (jasociacién o causalidad?).

oy 900
1)B=pxy— = 0.6'? = 180; a = py —Pux = 1500—180-10 = 1 500—1 800 = —300.
0x
(2) Y =a+ [ -14=-300+ 180 - 14 = —300 + 2 520 = 2220 soles.
(3) Cada afio extra de educacién se asocia con 180 soles més de ingreso, en prome-
dio. Es asociacion, no necesariamente causalidad: pueden existir factores de confusion
(habilidad, contexto familiar) que afecten a ambas variables.
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Ejercicio 1.30 (E[XY). desde la conjunta: ;bastan las marginales?] En un programa, X = 1
si un joven aprobd la capacitacién (si no, 0) e Y = 1 si consiguié empleo (si no, 0). La
distribucion conjunta es:

y) | Y=0 Y=1] px
0| 0.40 0.10 | 0.50
1] 0.20 0.30 | 0.50
DY 0.60 0.40 1

p(z
X
X

(a) Calcula E[XY] a partir de la conjunta.

(b) Calcula E[X]E[Y] usando solo las marginales. ;Coincide con E[XY]?
(c) Calcula Cov(X,Y) y Corr(X,Y) e interpreta.
)

(d) Conceptual: si solo te dieran las marginales (las columnas/filas de los margenes),
;podrias calcular E[XY]? ;En qué caso si?

Solucion

(a) Solo el caso X=1,Y=1 aporta a xy: E[XY] =3, 2yp(r,y) =1-1-0.30 = 0.30.

(b) E[X] = 0.5, E[Y] = 0.4, asi E[X]E[Y] = 0.20 # 0.30 = E[XY]. No coinciden.

(c) Cov = E[XY]-E[X]E[Y] = 0.30—0.20 = 0.10 > 0. Como Var(X) = 0.25y Var(Y) =
0.10

0.24, Corr = = —
v0.25-0.24  0.2449

se asocian positivamente (asociaciéon moderada).

(d) No en general: E[XY] necesita la conjunta. Solo si X e Y fueran independientes
valdria E[XY] = E[X]E[Y]; aqui no lo son (Cov # 0). Las marginales no “saben” cémo
se mueven juntas las variables.

~ 0.41. Aprobar la capacitacion y conseguir empleo

Nivel 4 — Reto

Dificil: integra varios temas en un mismo problema.

Ejercicio 1.31 (Independencia = Cov = 0 (demostracién)). Sean X e Y independientes,
continuas, con densidades fx, fy y densidad conjunta f(x,y) = fx(x)fy(y).

(1) Demuestra que E[XY] = E[X]E[Y].

(2) Concluye que Cov(X,Y) =0.
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Solucion

(1) Por independencia la conjunta se factoriza, asi que la integral doble se separa:

BIXY] = [[ ay fx@ e dwdy = ( [ o fx(@)de) ( [v5() dy) = EXIEY)

(2) Entonces Cov(X,Y) = E[XY|-E[X|E[Y] = E[X]|E[Y]-E[X]E[Y] = 0. (La reciproca
es falsa, como muestra el ejercicio siguiente.)

Ejercicio 1.32 (Contraejemplo: Cov = 0 sin independencia). Sea X una variable simétrica
alrededor de 0 con E[X] = 0 y E[X®] = 0 (por ejemplo X ~ Unif[—1,1]). Define Y = X?.
Claramente Y depende por completo de X (no son independientes).

(1) Calcula Cov(X,Y).
(2) Explica por qué esto no contradice nada de lo visto.

(Idea inspirada en hanmochen, Probability-Theory-2020-Autumn, HWJ.)

(1) Cov(X,Y) =E[XY] - EX|E[Y] =E[X - X?] -0 -E[Y] =E[X?] -0=0.

(Con X ~ Unif[-1,1]: E[X?] = [1, 2% - L dz = 0 por simetria.)

(2) X e Y tienen covarianza cero pero son completamente dependientes (Y = X?).
La covarianza solo capta la relacién lineal; la dependencia aqui es cuadratica. Por eso
“Cov = 0” no implica independencia.

Ejercicio 1.33 (Método de la cdf para Y = ¢g(X) no monétona). Sea X ~ Unif[—2,2], es

decir fx(z)=1en [-2,2], y Y = X2

(1) Determina el soporte inducido de Y y halla Fy (y).

(2) Deriva fy(y).
(3) Calcula E[Y] por LOTUS y verifica con [y fy(y) dy.

Solucion

(1) El soporte de Y = X% con X € [-2,2] es [0,4]. Para 0 < y < 4, como X? <y <=

VY <X <y

VY
Frly) =P(-yF<s X <yh)= [ jdr=j-2/5=+4

1 . o 4
(2) fy(y) = Fy (y) = m para 0 < y < 4 (y 0 fuera). Verificacién: [; ﬁ dy = %-2@’0 =
Lg=1.(v)
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$32

(3) Por LOTUS: E[Y] = E[X?] = [?,2?- L.of

féy'ﬁdy_ \/_dy_* 3/2‘ %~8:§. Coinciden.

1 16 _ 4 5
1 = 3 Confy.

Ejercicio 1.34 (Densidad conjunta sobre un tridngulo: covarianza). Sea f(x,y) = 2 sobre
el tridngulo R={x >0, y >0, x +y < 1} (y 0 fuera). (Es la densidad uniforme sobre ese
tridngulo; ya vimos que fx(z) =2(1 —x) en [0,1].)

(1) Calcula E[X] y E[X?] (por simetria, lo mismo para Y).
(2) Calcula E[XY] y luego Cov(X,Y).

(3) (El signo de Cov(X,Y) tiene sentido geométrico?

Solucion

(1) E[X] = fol (1—m)d:p =2(3-1) =21 =1 EXY=[la% 21 -2)dz =
(f — i) =2- - = ¢. (Lo mismo para Y.) De paso, Var(X) = ¢ — § = %

(2) E[ XY ] = ffoy 2dA fo VT 2xy dy dr = [y 2(1 —x)de Como [y 2(1 — z)%dx =

z—2+1 =L, setiene E[XY] = . Entonces Cov(X,Y) = +—3-3 = -—§5 = &2 = —.

(3) Si: la restriccién z +y <1 obhga a que si X es grande, Y deba ser pequeno. Es una

asociacion negativa, coherente con Cov(X,Y) < 0.

Ejercicio 1.35 (Esperanza iterada y ley de varianza total). En una ciudad, el niimero diario
de quejas X que recibe una oficina depende de la zona Y de donde proviene la persona. Con
probabilidad 0.6 la persona es urbana (Y = u) y entonces X | Y = u ~ Pois(8); con
probabilidad 0.4 es rural (Y =r)y X | Y =r ~ Pois(3). Recuerda que para una Poisson la
media y la varianza coinciden con su parametro.

(1) Usando la ley de esperanza iterada E[X]| = E[E[X | Y]}, calcula E[X].

(2) Usando la ley de varianza total Var(X) = ]E[Var(X ] Y)} + Var (E[X \ Y]), calcula
Var(X).

(3) Interpreta cada uno de los dos términos de la varianza (variacién dentro de cada zona
vs. variacién entre zonas).

(Adaptado de MIT 18.05, Class 6 —expectation y variance— y de la idea de mezcla condi-
cional.)

Definamos la variable auxiliar u(Y) = E[X | Y], que toma el valor 8 si Y = u (prob. 0.6)
y 3siY =7 (prob. 0.4). Analogamente v(Y) = Var(X | Y) vale 8 0 3 (porque la Poisson
tiene varianza igual a su media).
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(1) Esperanza iterada.
E[X] =E[E[X | Y]] =E[u(Y)] = 0.6-8+ 043 = 4.8+ 1.2 = 6 quejas/dia.
(2) Varianza total. Primero el promedio de las varianzas condicionales:
E|Var(X | Y)| = E[o(Y)] = 0.6-8+0.4-3=6.

Luego la varianza de las medias condicionales. Como E[u(Y)? = 0.6 - 8% + 0.4 - 3% =
0.6-64+0.4-9=2384+3.6=142,

Var (E[X | Y]) = Var(u(Y)) = E[u(Y)?] — (E[u(Y)])? = 42 — 62 = 42 — 36 = 6.

Por tanto
Var(X) = 6 + 6 = 12.
~— ~~
E[Var(X|Y)] Var(E[X|Y])

(3) Interpretacidn. El primer término (6) es la variabilidad dentro de cada zona: aunque
supiéramos exactamente la zona, las quejas siguen fluctuando por azar (la Poisson tiene
varianza propia). El segundo término (6) es la variabilidad entre zonas: las dos zonas
tienen medias muy distintas (8 vs. 3), y no saber de qué zona viene la persona anade
incertidumbre. La varianza total es la suma de ambas. (Verificado por simulacién: E[X] ~

6.00, Var(X) =~ 12.0.)

Ejercicio 1.36 (Covarianza bilineal con una matriz de covarianzas). Tres indicadores eco-
némicos X,Y, Z (estandarizados) tienen la siguiente matriz de varianzas—covarianzas (las
entradas estan en las mismas unidades?):

X Y Z

X5 -2 15
Y | -2 8 0
Z |15 0 3

Es decir Var(X) = 5, Var(Y) = 8, Var(Z) = 3, Cov(X,Y) = =2, Cov(X,Z) = 15y
Cov(Y, Z) = 0. Define dos indices: U =2X +3Y y W =X — Z.

(1) Calcula Var(U).
(2) Calcula Cov(U, W) usando la bilinealidad de la covarianza.

(3) ;Son U y W positiva o negativamente asociados?

(Adaptado de MIT 18.05, Class 6 —covariance— propiedades de combinaciones lineales.)
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Solucion

(1) Varianza de U = 2X + 3Y.
Var(U) = 22 Var(X)+3% Var(Y)+2-2-3 Cov(X,Y) = 4(5)+9(8)+12(—2) = 20+72—24 = 68.

(2) Covarianza Cov(U, W). La covarianza es bilineal: se distribuye sobre sumas y saca
constantes. Con U =2X +3Y y W =X — 7,

Cov(2X +3Y, X —Z) =2Cov(X,X) —2Cov(X, Z) + 3Cov(Y, X) —3Cov(Y, Z).
Sustituyendo (Cov(X, X) = Var(X) = 5):
= 92(5) — 2(1.5) + 3(=2) = 3(0) =10 -3 — 6 — 0 = 1.

(3) Asociacién. Cov(U,W) =1 > 0, asi que U y W estan positivamente asociados
(cuando uno sube, el otro tiende a subir). El valor es pequenio porque las contribuciones
casi se cancelan: el término positivo 2 Var(X) = 10 es contrarrestado por Cov(X, Z) y
por la fuerte covarianza negativa Cov(X,Y) = —2.

Ejercicio 1.37 (LOTUS no lineal y desigualdad de Jensen). Una ONG reparte ayuda in-
versamente proporcional al ingreso: una familia con ingreso (en miles de soles) X recibe una

1
transferencia g(X) = % Supongamos que X es uniforme discreta sobre {1,2,3,4} (cada

valor con probabilidad 7).

(1) Calcula E[X] y EX

1
(2) Usando LOTUS, calcula E{X}

(3) Compara: jes E[%} mayor o0 menor que ﬁ? Conecta el resultado con la desigualdad
de Jensen (g convexa = E[g(X)] > ¢g(E[X])) v da una intuicion.

(Adaptado de MIT 18.05, Class 5/6 —LOTUS y funciones de v.a.)

Solucion

o1

(2) Por LOTUS, E[g(X)] = ¥, 9() fx ():

X

4

1+

"1

17 11 1 1 1y 1 12+6+4 1 25 2
E{ ]— < L >:. tO+a+s 1252 ) 5008,
2 "3 1 12 1127 18

(3) Aqui E[%} ~ 0.521 > 04 = ﬁ. Como ¢g(z) = 1/z es convexa para = > 0,

la desigualdad de Jensen garantiza E[g(X)] > ¢(E[X]), exactamente lo observado.
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Moraleja préactica: en general
Elg(X)] # g(E[X]),

no se puede “meter” la esperanza dentro de una funcién no lineal. Intuicién: la curva
1/z se dispara para los x pequenos; esos valores bajos elevan mucho el promedio de 1/X,
mientras que evaluar en la media 1/2.5 “ignora” esa curvatura. Calcular el costo con base
en 1/E[X] subestimaria el costo de la transferencia.

Ejercicio 1.38 (E[X). via la funcién de supervivencia] Sea X > 0 una variable continua
con funcién de supervivencia S(z) = P(X > z) = 1 — Fx(x). Un resultado 1til es

IE[X]:/OOOIP’(X>x)dm:/OOOS(x)d:E.

(1) Verifica la férmula para la exponencial f(x) = Ae™** (donde S(z) = e *).

(2) (Opcional) Esboza por qué la formula es cierta intercambiando el orden de integracién.

(Idea inspirada en hanmochen, Probability-Theory-2020-Autumn, HW2.)

Solucion

(1) [ S@d= [~ e*dr=| - ;eﬂ — 1 =E[X]. (v)

0 0 0
(2) Idea: X = [;°1{X > x}dz (la longitud del intervalo [0, X]). Tomando esperanza y
usando E[1{X > z}] = P(X > z) y Fubini para intercambiar E con la integral:

E[X] :]E/Oool{X>x}dm:/ooo]E[1{X >x}]dx:/OOOIP>(X > 1) da.

Ejercicio 1.39 (Funcion generadora de momentos (MGF): exponencial). La funcién gene-
radora de momentos (MGF, por moment generating function) de una variable X se define
como

Mx(t) = E[e™],

para los t en que la esperanza existe. Su utilidad: derivando en ¢ = 0 se obtienen los momen-
tos, M%(0) = E[X], M%(0) = E[X?], etc. (de ahi el nombre). Sea X el tiempo (en meses)
hasta conseguir empleo, X ~ Exp()) con densidad f(x) = e ** para z > 0.

(1) Calcula Mx(t) integrando / e Xe™* dx e indica para qué t converge.
0
(2) Deriva una y dos veces para obtener E[X] y E[X?]; deduce Var(X).
(3) Comenta brevemente por qué se dice que “la MGF identifica la distribucion”.

(Adaptado de MIT 18.05, Class 6, e introduccion estandar a la MGF.)
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(1) Por LOTUS,

Mx<t> = /0 et:r )\67)@ dxr = )\/0 e*(/\ft)x dr = \ - ﬁ — ﬁ?

valida para t < A (si t > X el exponente no es negativo y la integral diverge).
(2) Escribimos Mx(t) = A(A — ¢)~'. Entonces

My@t) = XA—t)72 ML) =22\ —1t)7%.

Evaluando en ¢ = 0:

Al 2A 2
EX]=My(0)=55=7, EX]=M(0)=75=+
Por tanto ) , 1
Var(X) = E[X?] — (E[X])* = e E s

(Coincide con los valores conocidos E[X] = 1/, Var(X) = 1/)2.)

(3) Bajo condiciones suaves, dos variables con la misma MGF (en un entorno de0) tienen
la misma distribucion: la MGF es como una “huella digital”. Por eso es una herramienta
poderosa, por ejemplo, para probar que la suma de exponenciales independientes es una
Gamma, o que sumas de normales son normales: basta multiplicar MGFSs y reconocer el
resultado.

Nivel 5 — Reto+

Muy dificil / fuera del scope tipico: demostraciones y casos limite.

Ejercicio 1.40 (MGF de una Poisson). Sea X ~ Pois(u1), con pmf P(X = k) = e *u* /k!
para k=0,1,2,...

(1) Demuestra que Mx(t) = E[e!X] = exp(u(et - 1)) (Pista: usa la serie de Taylor
k>0 %’f =€* con a = ue'.)

(2) Obtén E[X] y E[X?] por derivacién y verifica que Var(X) = p.

(Adaptado de MIT 18.05, Class 5 —Poisson— y Class 6 —MGF.)

(1) Por LOTUS sobre la pmf:

> e Pk >, (pe "
Mx(t) = e* Tfjd =e "y (Mk:' =e Hel = exp(u(et - 1))
k=0 : :
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(2) Derivando (regla de la cadena, con 4£pu(e’ — 1) = pe’):
Mic(t) = pe' exp(p(et 1)), Mi(t) = (ue' + p?e*) exp(pu(e' - 1)).
En ¢t = 0 (donde el factor exponencial vale 1):
E[X]=Mx(0)=p,  E[X°]=Mx(0) =p+u"

Luego Var(X) = E[X?] — (E[X])? = (u + p?) — p* = p. Asi, en la Poisson la media y la
varianza coinciden (ambas = pu).

Ejercicio 1.41 (La mejor prediccion lineal y el error que minimiza). Queremos predecir Y
(ingreso) a partir de X (anos de educacién) con una recta Y = a + bX, eligiendo a,b que

minimicen el error cuadréatico medio M(a,b) = E[(Y —a— bX)Q] Sean fix, (ty las medias,

0%, 0% las varianzas y p la correlacion.

(1) Derivando M respecto de a y b e igualando a cero, demuestra que

B Cov(X,Y)

b = =y — by
Var(x) = ¢ T T

(2) Demuestra que el error minimo es M (a*,b*) = 0% (1 — p?).

(3) Aplicaciéon numérica. Con px = 10, py = 1500, 0x = 3, 0y = 900y p = 0.6: calcula
b*, a*, el error minimo y la raiz del error (desviacién tipica del residuo). Comenta la
conexion con la regresion.

(Adaptado de MIT 18.05, Class 6 —covariance y prediccion lineal— y de la idea de regresion
por minimos cuadrados; también inspirado en hanmochen HWJ.)

Solucion

(1) Condiciones de primer orden.

aa]\j:—QE[Y—a—bX]:O = a=uy —bux,
O — 2E[X(Y —a—bX)] =0 = E[XY] = ajx +bE[X’]

Sustituyendo a = py — bux en la segunda:

E[XY] = (uy — bux)px + bE[X?] = pxpy + b (B[X?] — p%) = pxpy +bok.

. , EXY]—pxpy Cov(X,Y) . .
Despejando, b* = po) = Var(X) ya*=puy —b*ux.
(2) Error minimo. El residuo éptimoes U =Y —a* —b*X = (Y — py) — b (X — px),
de media cero. Entonces

M (a*,b*) = Var(U) = 02 — 2b* Cov(X,Y) + (b*)%0%.
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Como b* = Cov(X,Y)/c% y Cov(X,Y) = poxoy:

C X,Y 2 22 2
M(ab) = of - ST g PO a iy )
Ox Ox
Asi, la fraccién de varianza no explicada por la recta es 1 — p? (y p? es la fracciéon
explicada, el famoso R?).
(3) Nameros.

b*:pJ—Y:O.6~@:18O, a* = 1500 — 180 - 10 = —300.
ox 3
Error minimo: M = o (1 — p?) = 900%(1 — 0.36) = 810000 - 0.64 = 518400, y su raiz
V518400 = 720 soles. La recta Y = —300+ 180 X es exactamente la recta de regresion
poblacional de Y sobre X: cada ano extra de educacién se asocia a 180 soles mas de
ingreso, y el residuo tipico de la prediccion es de 720 soles. (Como oy = 900 sin usar X,
predecir con X reduce el error tipico de 900 a 720.)

Ejercicio 1.42 (La paradoja de San Petersburgo (esperanza infinita)). Un casino ofrece el
siguiente juego. Se lanza una moneda justa repetidamente hasta que sale cara por primera
vez. Si la primera cara aparece en el lanzamiento k, el casino te paga 2% soles. Sea G el
premio.

(1) Escribe P(G = 2%) para k = 1,2,3,... y verifica que las probabilidades suman 1.
(2) Calcula E[G]. ;Qué ocurre?

(3) Si el juego cuesta C' soles entrar, la “teoria de la esperanza” dirfa que conviene pagar
cualquier C' finito. Explica por qué casi nadie pagaria, digamos, C' = 1000 soles, y por
qué la esperanza por si sola no captura la decisién (utilidad, riesgo, riqueza finita del
casino).

(Problema cldsico; se conecta con la discusion de esperanza en MIT 18.05, Class 5.)

Solucion

(1) La primera cara en el lanzamiento k requiere k — 1 sellos seguidos y luego cara:

PG =2 =(2)"" 1= (2)".

Suman 1 porque es una serie geométrica: y oo (l)k = 17/2 =
Pek=l\2 1-1/2
(2) Por la definicién de esperanza:
o0 k oo
k=1 k=1

iLa esperanza es infinita! Cada término del premio esperado aporta exactamente 1 sol
y hay infinitos términos. La serie diverge.
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(3) Aunque E[G| = oo, nadie paga 1000 soles porque:
= Probabilidades miniisculas de premios grandes. Para recuperar 1024 soles ne-
cesitas que la primera cara salga en el lanzamiento 10 o més, lo que ocurre con

probabilidad (%)9 ~ 0.002. Con probabilidad ~ 0.5 ganas solo 2 soles.

» Utilidad decreciente del dinero. Bernoulli propuso usar E[log G| (utilidad logarit-
mica), que s7 es finita: E[log, G] = 3, k27" = 2, es decir una “utilidad” equivalente
a ganar 4 soles. El valor subjetivo es modesto.

» Riqueza finita del casino. Ningtin casino real puede pagar 2 para k grande; truncar
el premio en cualquier tope vuelve la esperanza finita y pequena.
Leccién: la esperanza es una herramienta poderosa, pero una esperanza infinita (o muy
sensible a la cola) puede ser enganosa para decisiones reales, donde importan el riesgo y
la utilidad, no solo el promedio.

Ejercicio 1.43 (Media y varianza de una suma con ntiimero aleatorio de sumandos (Wald)).
Una tienda recibe un nimero aleatorio N de clientes en una hora, con E[N] = 4y Var(N) = 2.
Cada cliente i gasta X; soles, con E[X;] = 50 y Var(X;) = 100, y los X; son independientes
entre si e independientes de V. La venta total es la suma aleatoria S = > | X; (con S =0
si N =0).

(1) Usando esperanza iterada, demuestra la identidad de Wald E[S] = E[N]|E[X] y
calcula E[S].

(2) Usando la ley de varianza total, demuestra Var(S) = E[N] Var(X) + Var(N) (E[X])?
y calcula Var(95).

(Adaptado de MIT 18.05, Class 6 —wvariance y conditional expectation— aplicado a sumas
aleatorias.)

Solucion

Escribamos p = E[X] y 02 = Var(X) (comunes a todos los X;).
(1) Esperanza. Condicionando en N = n y usando linealidad e independencia, E[S' |
N = n] = nu, es decir E[S | N] = Nu. Entonces

E[S] = E[E[S | N]| = E[Np] = pE[N] = 50 - 4 = 200 soles.

(2) Varianza. Dado N = n, los sumandos son independientes, asi que Var(S | N =
n) = no?, o sea Var(S | N) = No?%; y E[S | N| = Npu. Por la ley de varianza total,

Var(S) = E| Var(S | N)| + Var (E[S | N]) = E[No?] + Var(Np) = 0*E[N] + y* Var(N).
Numéricamente:
Var(S) = 100 - 4+ 50? - 2 = 400 + 2500 - 2 = 400 + 5000 = 5 400.

La desviacion estandar es /5400 ~ 73.5 soles. Observa que la incertidumbre sobre
cudntos clientes llegan (Var(N)) aporta 5000 a la varianza, mucho més que la variabilidad
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en cudnto gasta cada uno (400): en este negocio, lo que mas mueve la venta total es el
flujo de clientes, no el ticket individual.

Ejercicio 1.44 (Esperanza del minimo y del maximo de dos esperas). Dos tramites inde-
pendientes tardan X e Y dias, ambos Exp()\) independientes (misma tasa A). Te interesan
el primero en terminar L = min(X,Y") y el dltimo H = méax(X,Y).

(1) Demuestra que L = min(X,Y’) ~ Exp(2)) y deduce E[L]. (Pista: P(L > t) = P(X >
HP(Y > t).)

(2) Usando la identidad min(X,Y) + max(X,Y) = X + Y, halla E[H] sin integrar la
densidad del maximo.

(3) Para A = 1 (media de cada trdmite = 2 dfas), da los valores numéricos de E[L] y E[H]
e interpreta.

(Adaptado de MIT 18.05, Class 5/6 —funciones de v.a., minimos y supervivencia.)

Solucion

(1) La funcién de supervivencia del minimo, por independencia, es

P(L>t)=P(X >t,Y>t)=P(X >t)P(Y >t) =e M. e =2

1
que es justo la supervivencia de una Exp(2\). Por tanto L ~ Exp(2\) y E[L] = TR

(2) Tomando esperanza en min +méax = X + Y y usando linealidad:

1 1 2
E[L|+ EH] =E[X]|+E]Y|=-+—-=—
(1] +E[H] =E[X] +E[Y] =  + 1 =
Despejando,
2 2 1 3
EH =3 -ElL=3-% =

1 3
(3) Con A =L E[L] = 5 0E 1 diay E[H] = 05 3 dias. Asi, el primer tramite
en terminar tarda en promedio 1 dia (jla mitad de los 2 dias de un tramite solo, porque
tener dos en paralelo acelera el primero!), mientras que esperar a que ambos terminen
tarda en promedio 3 dias. (Simulacién: E[L] ~ 1.00, E[H] ~ 3.00.)

Ejercicio 1.45 (Transformacién Y = (X + 1)/2: hallar Fy, fy y verificar [ fy = 1). Un
indice X (p. ¢j. un puntaje centrado) tiene densidad fx(z) = 322 para z € [—1,1] (y 0 fuera).
X +1

Para llevarlo a la escala [0, 1] definimos Y = 5

(a) {A qué intervalo mapea Y el soporte [—1,1] de X7
(b) Halla la cdf Fy(y) (método de la cdf).
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(c) Deriva la pdf fy(y) y verifica que /fy(y) dy = 1.

(d) Calcula E[Y].

Primero la cdf de X: para z € [—1,1], Fx(z) = [%, 31?dt = %(:ﬁ - 1) (vale 0 en —1 y 1
en 1).

(a) Y = (X +1)/2 es creciente; x = —1—y=0yz=1—y=1asi Y €0, 1].

(b) Como Y es creciente en X, para y € [0, 1]:

Fr(y) =P(Y <y) =P(X <y) =P(X < 29— 1) = Fx(2y— 1) = }((2y - 1 +1).

(Chequeo: Fy(0) =2(-1+1)=0y Fy(1)=4(1+1)=1. V)
(c) Derivando (regla de la cadena, d%(Qy —1)=2):

) =F @) =4%-32y—-17%2=312y—-1)> yelo01]

(Equivale a fy(y) = fx(2y — 1) - Z—Z = 3(2y — 1)* - 2.) Verificacién de que integra a 1
(sustitucion u =2y — 1, du =2dy; y: 0 > 1= u: -1 —1):

1 3 /1 3 92
3(2y — 1)2d :f/ 2qy=2.221.
/0 Gy-1fdy=35 ) wdu=5-3=1v

(d) E[Y] = E[%} = EXIH Como fx es par, E[X] = [,z - 322dz = 0, asi E[Y] = .
La transformacion lineal solo reescala [—1,1] — [0, 1]: conserva la forma de la densidad,
ahora expresada en la nueva escala. (adaptado de MIT 18.05, Class 6)
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