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1. De qué trata esta clase

En la Clase 3 aprendimos a describir una variable aleatoria por completo: con su pmf, su pdf o
su cdf. Pero una distribucién contiene muchisima informacién, y a menudo no la necesitamos
toda. Cuando un periodista pregunta “;cudnto gana en promedio un hogar peruano?” o “;qué
tan desigual es el ingreso?”, no quiere la densidad entera: quiere un niimero que resuma un
rasgo de la distribucion.

Esos nimeros resumen son los momentos (moments). El primero es la esperanza (ex-
pectation) E[X], que dice donde estd “centrada” la distribucién. El segundo da pie a la
varianza (variance) Var(X), que mide qué tan dispersa estd. Con dos variables aparece la
covarianza (covariance) y su version estandarizada, la correlacién (correlation), que
miden cémo se mueven juntas. Y todo esto desemboca, casi sin darnos cuenta, en la idea
central de la econometria: la regresién (regression).

Antes de los momentos veremos una herramienta de la Clase 3 llevada un paso mas alla: como
hallar la distribucién (y luego la esperanza) de una funcién de una variable aleatoria
Y = g(X).

La distribucién completa es como una fotografia en alta resolucién. Los momentos son
como decir “mide 1.70 m y pesa 68 kg”: pierden detalle, pero resumen lo esencial y se
comparan facil. La esperanza dice donde esta el centro; la varianza, qué tan ancha es la
nube de datos.

2. Funciones de variables aleatorias

Muchas cantidades de interés son funciones de una variable aleatoria: el logaritmo del in-
greso log X, el ingreso medido en délares en vez de soles (Y = X/3.7), el cuadrado de una
desviacion, etc. Si X es aleatoria, Y = ¢g(X) también lo es, y queremos su distribucion.

Método de la cdf (the cdf method)

Para hallar la distribucién de Y = ¢g(X) a partir de la de X:
1. Determina el soporte inducido de Y (qué valores puede tomar).

2. Escribe la cdf de Y como una probabilidad sobre X: Fy(y) = P(Y < y) =
P(g(X) <y).

3. Resuelve la desigualdad g(X) < y para dejarla como un evento sobre X, y evaltalo
con Fy.

4. SiY es continua, deriva: fy(y) = Fy (y).

Ejemplo 2.1 (Cambio de unidades: transformacion lineal). El ingreso mensual X (en soles)
de cierta poblacién tiene esperanza y densidad conocidas. Un organismo internacional quiere
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el ingreso en délares, Y = aX con a = 1/3.7 (tipo de cambio). Como a > 0:

Fr(y) =BaX <) =P(x <2) = Fx (1), )= fx(2).

Maés adelante veremos que E[Y] = aE[X]: el ingreso promedio en ddlares es, simplemente,
el promedio en soles convertido al mismo tipo de cambio. (Caso general: Y = aX + b da

frw) = Hrx(52))

Ejemplo 2.2 (Funcién no monétona: Y = X?). Sea X una “desviaciéon” centrada, uniforme

en [—1,1], es decir fy(z) = 5 en [-1,1] (y Fx(z) = Zi! alli). Queremos la densidad de

Y = X? (que vive en [0,1]). El truco con una funcién no mondtona es traducir bien el
evento: X? <y <= —,/y <X < /y. Asi, para 0 <y <1,

Fy(y) = B(— i < X < Vj) = Fx(5) ~ Fx(—yg) = VL2 - 20D

NG

1
Derivando, fy(y) = ﬁ para 0 < y < 1. Verificacién: [, 2—\1@ dy = [\/g}; =1({).
Y

Cuando g no es mondtona (como z?), dos valores distintos de X pueden dar el mismo Y.
El error tipico es escribir P(X? < y) = P(X < ,/y), olvidando la rama negativa. Traduce
siempre la desigualdad con cuidado y dibujala en la recta.

3. Esperanza (expectation)

Definicién 3.1 (Esperanza / valor esperado). La esperanza (expectation, expected
value, mean) de una variable aleatoria X, denotada E[X] o p, es

Discreta: E[X] =) = fx(z), Continua: E[X]= /Oo z fx(z)dx.

—00

(Siempre que la suma/integral converja absolutamente.)

Si pensamos la pdf como una densidad fisica de masa repartida sobre la recta, la esperanza
es el punto de equilibrio (balancing point): el lugar donde la distribucién “hace
balanza”. Por eso, en una distribucién muy asimétrica (como el ingreso), la media se va
hacia la cola larga, mientras que la mediana se queda en el centro de los datos.

Ejemplo 3.1 (Esperanza de una v.a. discreta: afios de educacién). En una encuesta, el
méaximo nivel educativo X de un adulto (en anos, agrupado) tiene pmf

¢« | 6 11 14 17
fx(x)]0.30 040 0.20 0.10

La educaciéon promedio es

E[X] = 6(0.30) + 11(0.40) + 14(0.20) 4 17(0.10) = 1.8 + 4.4 + 2.8 + 1.7 = 10.7 afios.
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Ejemplo 3.2 (Esperanza de una v.a. continua: la exponencial). El tiempo X (en meses)
hasta que un desempleado encuentra trabajo se modela con fx(x) = e ™, x > 0. Integrando
por partes,

o0 o oo 11
IE[X]:/O r e M dr = [—l‘e_’\x]o +/0 G_Axd:E:(H_X:X

Si\= i por mes, el tiempo de espera promedio es E[X| = 1/A = 4 meses.

3.1. Propiedades de la esperanza

Linealidad de la esperanza (linearity of expectation)

Para constantes a, b y variables aleatorias X, Y (jno hace falta independencial):
(1) E[a] = a, (2) E[aX +b] = aE[X] +, (3) EIX +Y] =E[X]+E[Y].

Maés en general, Ela; X1 + -+ + a, X, + b] = a1 E[X3] + - + ¢, E[X,,] +b. Ysi X 1L Y,
ademés E[XY] = E[X]E[Y] (esto dltimo si requiere independencia).

E[X + Y] = E[X] + E[Y] vale siempre, estén o no relacionadas X e Y. En cambio
E[XY] = E[X]E[Y] solo vale bajo independencia. Confundir ambas es uno de los errores
més comunes del curso.

| r
C

Ley del estadistico inconsciente (LOTUS)

Para calcular E[g(X)] no hace falta hallar primero la distribucién de Y = ¢g(X). Basta
integrar/sumar g contra la densidad de X:

Discreta: E[g(X)] = g(z) fx(x), Continua: E[g(X)] = /O:o g(x) fx(x)dx.

El nombre “ley del estadistico inconsciente” (law of the unconscious statistician, LOTUS)
viene de que mucha gente la usa sin notar que es un teorema.

Ejemplo 3.3 (LOTUS y la paradoja de San Petersburgo). Lanzo una moneda justa hasta
que sale cara; si hacen falta X lanzamientos, te pago g(X) = 2% soles. Aqui X es geométrica
con P(X = x) = (1/2)*. ;Cudnto deberfas pagar por jugar? Tu pago esperado, por LOTUS,

€s
E[2*] = szG)m =) 1=o0.
=1 r=1

iEl pago esperado es infinito! Y sin embargo nadie pagaria ni 20 soles por jugar: esa es la
paradoja de San Petersburgo. La salen los economistas con la utilidad marginal decreciente del
dinero: si valoras tus ganancias como log(2%), entonces E[log(2¥)] = log2-E[X] = 2log2 <
0o, un numero finito y razonable.
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4. Varianza, desviacion estandar y momentos

La esperanza dice donde esta el centro, pero no qué tan dispersa esta la distribucion. Dos
paises pueden tener el mismo ingreso promedio y, aun asi, uno ser mucho mas desigual. Para
eso esta la varianza.

Definicién 4.1 (Varianza y desviacion estandar). La varianza (variance) de X, denotada
Var(X) o 02, es la esperanza de la desviacién al cuadrado respecto de la media p = E[X]:

Var(X) = E[(X — p)?].

La desviacién estdndar (standard deviation) es 0 = SD(X) = /Var(X); tiene las

mismas unidades que X.

Féormula de atajo para la varianza

Casi siempre conviene calcular la varianza asi:

Var(X) = E[X?] - (E[X])’

Es decir: “el promedio de los cuadrados menos el cuadrado del promedio”. Como
Var(X) > 0, esto implica E[X?] > (E[X])? siempre.

Propiedades de la varianza

(1) Var(X) >0, (2) Var(a) =0, (3) Var(aX +b) = a® Var(X).

La propiedad (3) dice: sumar una constante b desplaza la distribucién pero no cambia su
dispersion; multiplicar por a la estira, y la varianza cambia por el cuadrado del factor
(la desviacién estandar, por |al).

Ejemplo 4.1 (Varianza con la formula de atajo). Retomando la educacién con pmf fx(6) =
0.30, fx(11) = 0.40, fx(14) = 0.20, fx(17) = 0.10 (ya vimos E[X]| = 10.7). El segundo
momento es

E[X?] = 36(0.30) + 121(0.40) + 196(0.20) + 289(0.10) = 10.8 + 48.4 + 39.2 + 28.9 = 127.3.
Entonces

Var(X) = E[X?] — (E[X])? = 127.3 — (10.7)* = 127.3 — 114.49 = 12.81,
de donde o = /12.81 ~ 3.58 afios.

Definicién 4.2 (Momentos (moments) de una distribucién). El k-ésimo momento de X
(respecto del origen) es E[X*]. El k-ésimo momento central es E[(X — p)*]. Asf:

1.* momento E[X] = u: la localizacion (centro).

2.9° momento central E[(X — u)?] = Var(X): la dispersion.

= 3. momento central (estandarizado): la asimetria (skewness).

» 4.'° momento central (estandarizado): la curtosis (kurtosis, “grosor” de las colas).
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Cada momento resume un rasgo de la forma. Con suficientes momentos podriamos casi
reconstruir la distribucién; pero en la practica casi siempre nos basta con los dos primeros:
media y varianza.

M[/lJfL\]-‘
4
0.4 | b
0.3
= 0.3
2
< 2| 0
0.1
0 \ 1 o 0
6 11 14 17

x (afios de educacion)

Figura 1: pmf de los anos de educacién X. La linea roja marca la esperanza E[X]| = 10.7, el
“punto de equilibrio” de la distribucién.

5. Esperanza y varianza de combinaciones

En economia rara vez miramos una sola variable: nos interesa el ingreso total de un hogar
(suma de los ingresos de sus miembros), el gasto conjunto, una cartera de inversiones, etc.
Necesitamos reglas para E y Var de combinaciones.

Esperanza de una combinaciéon lineal

E[CLIXI + CL2X2 —|— coo + aan —|— b] = alE[Xl] + CLQE[XQ] —|— cee 4 anE[Xn] —|— b
Vale siempre (con o sin independencia). En particular E[X + Y| = E[X] + E[Y].

Varianza de una suma (caso independiente)

Si Xi,...,X, son independientes,

Var(X, +---+ X,,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,),

Var(a; X + - - - + apn X, +b) = af Var(X;) + - - - + a2 Var(X,,).

Atencion: a diferencia de la esperanza, la varianza de la suma si necesita independencia.
El caso general (con dependencia) lo veremos con la covarianza.

Ejemplo 5.1 (Ingreso total de una pareja). Dos personas tienen ingresos X e Y con
E[X] = 1800, E[Y] = 1200 soles, Var(X) = 4002, Var(Y) = 300?%. Si sus ingresos fueran
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independientes, el ingreso total T'= X + Y cumple
E[T] = 1800 + 1200 = 3000, Var(T) = 400% + 300% = 160 000 + 90 000 = 250 000,

asi que SD(T") = +/250 000 = 500 soles. (Si trabajan en el mismo sector y sus ingresos suben
y bajan juntos, la varianza serd mayor: ver la seccién siguiente.)

6. Covarianza y correlacién

La esperanza y la varianza describen una variable. Para dos variables a la vez, el momento
que describe como se mueven juntas es la covarianza.

Definicién 6.1 (Covarianza). La covarianza (covariance) de X e Y, denotada Cov(X,Y)
O O0xy, €S

Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)] "2° E[XY] - E[X]E[Y].

La covarianza es positiva si, tipicamente, cuando X esta por encima de su media, Y
también lo estd (suben y bajan juntas: educacién e ingreso). Es negativa si se mueven
en sentidos opuestos (precio y cantidad demandada). Es cero si no hay tendencia lineal
conjunta.

Propiedades de la covarianza

(1) Cov(X, X) = Var(X), (2) Cov(X,Y) = Cov(Y,X),

(3) Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y], (4) X LY = Cov(X,Y) =0,
(5) Cov(aX +b, cY +d) = ac Cov(X,Y),

(6) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).

| r
C

La implicacién (4) va en un solo sentido. Si X e Y son independientes, su covarianza
es 0. Pero Cov(X,Y) = 0 no garantiza independencia: la covarianza solo ve la rela-
cién lineal, y dos variables pueden estar fuertemente ligadas de forma no lineal y tener
covarianza cero. (En la hoja de retos verds un contraejemplo explicito.)

Definicién 6.2 (Correlacién). La correlacién (correlation) es la covarianza estandariza-

da:
Cov(X,Y
Corr(X,Y) = pxy = M.
Ox Oy
Cumple —1 < pxy <1 (sin unidades). Decimos que X e Y estan positivamente correlacio-
nadas si p > 0, negativamente si p < 0, y no correlacionadas si p = 0. Ademas |pxy| =1 si

y solo si Y = aX + b (relacion lineal exacta).
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Ejemplo 6.1 (Var de una suma con covarianza). Volvamos a la pareja con Var(X) = 4007,
Var(Y) = 300%, pero ahora sus ingresos estan positivamente correlacionados: pxy = 0.5.
Entonces Cov(X,Y) = poxoy = 0.5-400 - 300 = 60000, y

Var(X +Y) = 400% + 300% 4 2(60000) = 250 000 + 120 000 = 370 000,

asi que SD(X +Y) = /370000 =~ 608 soles, mayor que los 500 del caso independiente.
Cuando los riesgos se mueven juntos, el riesgo total crece: esa es la idea detras de
diversificar una cartera.

Y Y
4 ",
L) I"'.. ) “.\:.
o ‘~°.
X X
Cov(X,Y) >0 Cov(X,Y) <0
(positiva) (negativa)

Figura 2: Nubes de dispersién (scatterplots). A la izquierda, X e Y tienden a subir juntas
(covarianza/correlacién positiva); a la derecha, cuando una sube la otra baja (covarian-
za/correlacion negativa). La recta punteada sugiere la tendencia lineal.

7. Intro a la regresion

Aqui empieza, de verdad, la econometria. Tenemos dos variables, X (p.ej. afios de educa-
cién) e Y (p.ej. ingreso), con medias px, ply, varianzas 0%, 0% y correlacion pxy. Queremos
predecir Y a partir de X con una recta.

La mejor prediccién lineal (best linear predictor)

Buscamos la recta a + X que mejor predice Y, en el sentido de minimizar el error
cuadratico medio (mean squared error, ECM) E{(Y —a—pBX )2} La solucién es

8=

Var(X)

~ Cov(X,Y)

Oy
= pPXy
0Xx

a=py — Bux.

y U la parte “no explicada”.

Con esa eleccién, el residuo U = Y — a — X cumple E[U] = 0 y Cov(X,U) = 0.
Llamamos a «, 3 coeficientes de regresion: o + X es la parte de Y “explicada por” X,
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La pendiente (3 es, esencialmente, la covarianza reescalada por cuanto varia X. Si p = £1,
la recta predice Y a la perfeccion (U = 0). Si p = 0, la mejor prediccion lineal es
simplemente la media E[Y] = py: X no ayuda en nada (linealmente). La esperanza
condicional E[Y | X| es la mejor prediccién de cualquier forma; la regresion lineal es su
mejor aproximacion con una recta.

Ejemplo 7.1 (Pendiente de educacién — ingreso). Supongamos oy = 3 anos, oy = 900
soles v pxy = 0.6. La pendiente de la mejor predicciéon lineal es

o 900

B =pxy X =06 = 180.

ox 3
Interpretacion: cada ano adicional de educaciéon se asocia, en promedio, con unos 180 soles
mas de ingreso mensual. (Asociacién, no necesariamente causalidad: eso es tema de las clases
de inferencia causal.)

Nota. También existen dos resultados muy ttiles que conectan momentos con probabilidades
de cola: la desigualdad de Markov (P(X > t) < E[X]/t para X >0, ¢t > 0) y la desigualdad
de Chebyshev (P(|X — p| > t) < Var(X)/t?). Permiten acotar probabilidades sabiendo solo
la media o la varianza.

8. En R: estimar esperanza y varianza por simulacién

Monte Carlo para E(X) y Var(X)

set.seed (1)

x <- sample(1:6, le6, replace = TRUE) # un dado justo
mean (x) # E[X] . 3.5

var (x) # Var(X) -~ 2.917 (teorico 35/12)
mean(x~2) # E[X"2] por LOTUS . 15.17

La media y varianza muestrales se acercan a E[X] = 3.5 y Var(X) = 22 ~ 2.917.

Resumen de la clase

Lo esencial de la Clase 4

» Funcién de una v.a.: Y = ¢g(X) por el método de la cdf; Fy(y) = P(g(X) < y),
luego derivar. Cuidado con las g no monétonas.

» Esperanza: E[X] = > xfx(x) (discreta) = [xfx(z)dz (continua). Es el “punto
de equilibrio”.

» Linealidad: E[aX +b] = aE[X]+ by E[X + Y] = E[X] + E[Y] siempre. LOTUS:
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Elg(X)] = [ 9(z)fx(z) d.

» Varianza: Var(X) = E[X?] — (E[X])?; Var(aX + b) = a® Var(X); 0 = ,/Var(X)
(mismas unidades).

» Momentos: E[X*] (k-ésimo momento). El 1.° localiza, el 2.° (central) dispersa.

» Covarianza: Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]; Var(X +Y) = Var(X) 4 Var(Y) +
2 Cov(X,Y). Correlacién: p = Cov /(oxoy) € [—1,1].

» Independencia = Cov = 0 (jno al revés!).

» Regresion: la mejor prediccién lineal tiene f = Cov(X,Y)/ Var(X), a = py —
Bux.
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