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B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

Niveles de dificultad (difficulty levels)

Cada problema esta rotulado por color segin su nivel, de lo més accesible (Nivel 1) a lo més
dificil (Nivel 5). Empieza por donde te sientas cémodo y avanza a tu ritmo; los niveles 4-5 son
extensiones para profundizar, no un requisito.

» B Nivel 1 — Fundamentos: calentamiento muy guiado; para quien parte de casi cero.
» M Nivel 2 — Ntcleo: el nivel objetivo del curso/examen.

» I Nivel 3 — Aplicacién: combina varias ideas en contexto realista.

= B Nivel 4 — Reto: dificil, integra varios temas.

« M Nivel 5 — Reto+: muy dificil / fuera del scope tipico.

1. Problemas y soluciones

Nivel 1 — Fundamentos (warm-up)

Para quien parte de casi cero: cdlculos directos y guiados.

Ejercicio 1.1 (;Qué distribucién modela cada caso?). Para cada situacion, indica qué dis-
tribucién especial la modela mejor (Bernoulli, Binomial, Geométrica, Poisson, Uniforme o
Exponencial) y sus pardmetros.

(a) Se encuesta a 1 persona y se anota si tiene (1) o no (0) acceso a internet, con proba-
bilidad 0.6 de tenerlo.

(b) Ntimero de hogares con internet en una muestra de 50 hogares, cada uno con probabi-
lidad 0.6 e independientes.

(¢) Numero de llamadas que llegan a una central de emergencias en 1 hora, con un promedio
de 8 por hora.

(d) Nimero de personas que hay que entrevistar hasta encontrar la primera que esta des-
empleada, si la probabilidad de desempleo es 0.07.

a

) Bernoulli(p = 0.6): un solo ensayo con dos resultados.
b) Binomial(n = 50, p = 0.6): nimero de éxitos en n ensayos independientes.

(
(
(c) Poisson(\ = 8): conteo de eventos raros en un intervalo fijo.
(

d) Geométrica(p = 0.07): nimero de ensayos hasta el primer éxito.

Ejercicio 1.2 (Receta guiada: identificar y nombrar la distribucién). Sigue los pasos para
clasificar cada caso. Pregunta clave: jcuentas éxitos en un nimero fijo de ensayos (Binomial),
eventos en un intervalo (Poisson), o ensayos hasta el primer éxito (Geométrica)?
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(a) En unsalén de 30 estudiantes, cada uno aprueba con probabilidad 0.8 (independientes).
Cuentas cuantos aprueban.

(b) En una biblioteca llegan en promedio 5 usuarios cada 10 minutos. Cuentas cuantos
llegan en los proximos 10 minutos.

(c) Marcas ntmeros al azar hasta que alguien contesta; cada llamada se contesta con
probabilidad 0.25. Cuentas cuantas llamadas haces hasta la primera contestada.

Solucion

Paso 1: ;conteo en ensayos fijos, en un intervalo, o hasta el primer éxito?

(a) Ensayos fijos (n = 30) y cuentas éxitos = Binomial(n = 30, p = 0.8).

(b) Conteo de eventos en un intervalo de tiempo con tasa media = Poisson(\ = 5) (por
cada 10 minutos).

(c) Ensayos hasta el primer éxito = Geométrica(p = 0.25).

Ejercicio 1.3 (pmf de una Binomial). En una regién, el 30% de los hogares recibe un
programa social. Se eligen al azar n = 5 hogares (independientes). Sea X ~ Bin(5, 0.3) el
numero de hogares beneficiarios.

(a) Calcula P(X = 2).
(b) Calcula P(X = 0).

(Recuerda la férmula P(X = k) = (Z)pk(l —p) k)
)
() P(X = 2) = <2> (0.3)2(0.7) = 10 - 0.09 - 0.343 = 10 - 0.03087 = 0.3087.

(b) P(X =0) = @ (0.3)°(0.7)° = (0.7)° = 0.16807.

Ejercicio 1.4 (pmf de una Poisson). A una posta médica llegan en promedio A = 3 pacientes
por hora. Sea X ~ Pois(3) el nimero de pacientes que llegan en una hora dada.

(a) Calcula P(X = 0).
(b) Calcula P(X = 2).

Aee=A

(Usa P(X = k) X

y e 3~ 0.0498.)
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e @
(8) P(X = 0) = —— = 7> ~ 0.0498.
323 9
b)PX =2)=——= 5@*3 — 4.5-0.0498 ~ 0.2240.

Ejercicio 1.5 (E[X] y Var(X) de distribuciones nombradas). Da E[X] y Var(X) para cada
distribucion, usando las férmulas estandar.

(a) X ~ Bin(20, 0.25) (E[X] = np, Var(X) = np(1 — p)).
(b) X ~ Pois(4) (E[X]= Var(X) = \).
(c) X ~ Geom(0.2) (E[X]=1/p, Var(X) = (1 —p)/p?).

a) E
(b) E[X] = X =4; Var(X) = A =4 (en la Poisson coinciden media y varianza).
E

[X] =1/0.2 = 5; Var(X) = 0.8/0.04 = 20.

Ejercicio 1.6 (Bernoulli: media y varianza de un indicador). Sea X = 1 si una persona vota
en una eleccion y X = 0 si no, con P(X = 1) = p = 0.65 (Bernoulli).

(a) Calcula E[X].

(b) Calcula Var(X) = p(1 —p) y SD(X).

Ejercicio 1.7 (Estandarizar a Z paso a paso). Los puntajes X de una prueba nacional
se distribuyen aproximadamente N (u = 500, 0 = 100?), es decir 4 = 500, o = 100.
T —p

s

Estandarizar significa restar la media y dividir por la desviacién: Z =

(a) Estandariza el puntaje x = 600.
(b) Estandariza el puntaje x = 350.

(c) Interpreta el signo de cada z: jel puntaje estd por encima o por debajo del promedio?
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600 — 500 100

(a) z m = @50: 1 (un o por encima de la media).
(b) z = 00 - 100 - —1.5 (un 1.50 por debajo).

(¢) z > 0 indica un valor por encima del promedio; z < 0, por debajo. El valor de z dice
cudntas desviaciones estandar se aleja de p.

Ejercicio 1.8 (Leer la Normal con la regla 68-95-99.7). Las tallas X de adultos en una
poblacién son N(u = 165, o0 = 8) (cm). Recuerda la regla empirica: ~ 68 % cae en u =+ o,
~ 9 %en pu+20y~99.7% en p =+ 30.

(a) (Qué intervalo centrado en 165 contiene aproximadamente el 95 % de las tallas?
(b) {Qué porcentaje aproximado de personas mide entre 157 y 173 cm?

(¢) {Qué porcentaje aproximado mide mas de 181 cm?

(a) E1 95% cae en p 4 20 = 165 £ 2(8) = 165 £ 16, es decir [149, 181] cm.

(b) 157 =p— 0y 173 = u+ o, asi que es pu + o = cerca del 68 %.

(c) 181 = p + 20. Fuera de £20 queda 0.05 repartido en dos colas; la cola superior es
~ 0.025. Asi, cerca del 2.5 % mide méas de 181 cm.

Ejercicio 1.9 (Media muestral con error estandar simple). El ingreso mensual en una po-
blacion tiene p = 1800 y o = 600 soles. Se toma una muestra aleatoria de n = 100 personas
y se calcula la media muestral X.

(a) Calcula E[X].
(b) Calcula el error estdndar SD(X) = o/1/n.

(a) E[X] = p = 1800 soles (la media muestral es insesgada para j).
> o 600 600
b) SD(X) = — = ——= = — = 60 soles.

Nivel 2 — Ntcleo (core)

El nivel objetivo del curso/examen; todos deberian llegar aqui.
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Ejercicio 1.10 (pmf de una Geométrica). La probabilidad de que una persona encuestada
acepte responder es p = 0.4. Las personas son independientes. Sea X el niimero de personas
contactadas hasta la primera que acepta (incluyéndola), X ~ Geom(0.4) con f(k) = (1 —

p)* .
(a) Calcula P(X =1).
(b) Calcula P(X = 3).

= (0.6)°(0.4) = 0.4.
0.6)2(0.4) = 0.36 - 0.4 = 0.144.

Il
W
~—
I
—~~

Ejercicio 1.11 (Uniforme continua). El tiempo de espera X (en minutos) para ser atendido
en un tramite municipal es uniforme en [0, 30], X ~ Unif]0, 30].

(a) Calcula E[X] y Var(X).

(b) Calcula P(X < 10).

Ca+b 0430 C(b—a)? 900
(a) E[X] = 5 1—0 (2) 1—15m1nutos,Var(X)_ T _5_75,
b) P(X <10) = — — = ~ ~0.333.
(b) P(X <10) = —7— =3

Ejercicio 1.12 (Exponencial). El tiempo X (en afios) que dura un cargo publico antes de

rotar es exponencial con tasa A = % por ano, f(x) = %e_z/ 2 para x > 0. Recuerda que

P(X >t)=e M
(a) Calcula E[X] y Var(X).
(b) Calcula P(X > 4).

(Usa % =~ 0.135.)

(a) E[X] =1/X = 2 afios; Var(X) = 1/)\% = 4.
(b) P(X >4) = e = e~ (1/24 = ¢72 x5 (.135.

Ejercicio 1.13 (Probabilidad Binomial acumulada). El 20% de los estudiantes de una
escuela trabaja ademas de estudiar. Se eligen al azar n = 6 estudiantes independientes;
X ~ Bin(6, 0.2) es el nimero que trabaja.

(a) Calcula P(X > 1).
(b) Calcula P(X < 1).
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() P(X >1)=1-P(X =0)=1-(0.8)° =1—0.262144 = 0.737856 ~ 0.738.

P
(b) P(X = 1) = 6) (0.2)(0.8)5 = 6 - 0.2 - 0.32768 = 0.393216. Entonces P(X < 1) =
P(X = 0)+ P(X = 1) = 0.262144 + 0.393216 = 0.65536 ~ 0.655.

Ejercicio 1.14 (Probabilidad Poisson acumulada). Los accidentes de transito en un cruce
siguen X ~ Pois(A = 2) por semana.

(a) Calcula P(X < 2).
(b) Calcula P(X > 3).

(Usa e % =~ 0.1353.)

4
(8) P(X = 0) = e = 0.1353, P(X = 1) = 2¢7* = 0.2707, P(X = 2) = ze™* = 27" =

0.2707. Sumando: P(X < 2) = 0.1353 + 0.2707 4 0.2707 = 0.6767 ~ 0.677.
(b)P(X >3)=1—P(X <2)=1-0.6767 = 0.3233 ~ 0.323.

Ejercicio 1.15 (Exponencial: falta de memoria). El tiempo X (en afios) hasta que una
pequena empresa cierra es exponencial con E[X]| = 5 anos, es decir A = %

(a) Calcula P(X > 5).

(b) Una empresa ya lleva 3 anios abierta. Usando la falta de memoria, calcula la probabi-
lidad de que dure al menos 5 anos mas, es decir P(X >3+5| X > 3).

(Usa e™! ~ 0.368.)

(a) P(X > 5) = e~ (/95 = ¢71 = 0.368.
(b) Por la propiedad de falta de memoria de la exponencial, P(X >3 +5| X > 3) =
X >5) =e !~ 0.368. El pasado no importa: la espera adicional “empieza de cero”.

=

Ejercicio 1.16 (Media muestral: E[X] y Var(X)). Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria

.- . . 2 1 n
L.i.d. con media p y varianza o°, y sea X = >3 | X;.

(a) Demuestra que E[X] = p.

(b) Demuestra que Var(X) = o2 /n.
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Solucion

= 1 1
(a) Por linealidad, E[X] = - 2L EX] == - np=p.
(b) Por independencia la varianza de la surna es la suma de varianzas, y Var(aX) =
a® Var(X):

n 1 2

Var(X) = Var(Z Z) = RQZVM “not = —.

i—1 n n

Ejercicio 1.17 (Error estdndar y efecto de n). El gasto diario en transporte tiene p = 12 y
o = 4 soles.

(a) Calcula el error estandar de X con n = 16.

(b) ;Cuénto vale con n = 647 ;Qué factor cambié respecto de (a) y por qué?

(2) SD(X) =
(b) SD(X) =

=1 sol.

= 0.5 soles. Se redujo a la mitad: al cuadruplicar n (16 — 64),

)|
3l-5l

el error estdndar baja en factor v/4 = 2, porque decrece como 1//n.

Ejercicio 1.18 (Célculo con Z y la Normal). Los tiempos X de respuesta de una ambulancia
son N (pu = 10, o = 2) minutos.

(a) Calcula P(X < 12). (Usa P(Z < 1) = 0.84.)
(b) Calcula P(8 < X < 14). (Usa P(Z < 1) ~ 0.84, P(Z < 2) ~ 0.975.)

12 — 10
(8) 2=~ — =1 asi P(X <12) =P(Z < 1) ~ 0.84.

(b)IP’8<X<14):IP’(8*%<Z<14§—10) =P(-1<Z<2)=PZ<2)-PZ<
1) = 0.975 — (1 — 0.84) = 0.975 — 0.16 = 0.815.

Ejercicio 1.19 (Suma de variables y media muestral en conteo). En una encuesta, cada
persona responde X; horas de estudio semanal, i.i.d. con g = 10 y o = 5 horas. Se entrevista
a n = 25 personas.

(a) Calcula E[X]y SD(X).
(b) Calcula E[S] y SD(S) para la suma total S = >2°, X,
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_ - o )
E[X] =y = 10; SD(X) = = = >
() BLX) = s = 10;8D(X) = 7 = —
(b) E[S] = nu = 25- 10 = 250; Var(S) = no
horas. (Nota: la suma crece su SD como +/n, la media la reduce como 1/4/n.)

=1 hora.

= 2525 = 625, asi SD(S) = /625 = 25

| ot

)

Nivel 3 — Aplicacion

Combina dos o mas ideas en contexto realista; consolida lo aprendido.

Ejercicio 1.20 (Aproximacién Normal a una proporcién muestral). En una poblacién, la
proporcion que apoya una politica es p = 0.5. Se encuesta a n = 100 personas; sea p la
proporcién muestral que apoya. Para n grande, p ~ N/ (p, p(1—p)/ n)

(a) Calcula el error estandar de p.

(b) Usando la regla empirica, da un intervalo que contenga p con probabilidad = 0.95.

n 100
5% cae en p+2 SD(p) = 0.5 £+ 2(0.05) = 0.5 £ 0.10, es decir [0.40, 0.60].

(a) SD(p) = \/p<1 —p) _ \/0‘5 05 /5:0025 = 0.05.
~9

Ejercicio 1.21 (Varianza de una suma de independientes). Tres encuestadoras indepen-
dientes reportan errores aleatorios Xi, X5, X3, cada uno con E[X;] = 0 y Var(X;) = 9. Se
promedia: X = %(Xl + X5 + X3) y se considera la suma S = X + X5 + X3.

(a) Calcula Var(sS).

(b) Calcula Var(X) y compéralo con Var(Xj;).

(a) Por independencia, Var(S) = Var(X;) + Var(X;) + Var(X3) =9+ 9+ 9 = 27.

_ 9
(b) Var(X) = Var(5) _ T 3 (también = 0/n = 9/3). Promediar reduce la varianza:

32 9
de 9 a 3.

Ejercicio 1.22 (Aproximacién Normal a un conteo Binomial). En una ciudad, el 40 % de los
hogares recicla. Se toma una muestra de n = 100 hogares independientes; X ~ Bin(100, 0.4)
es el nimero que recicla. Para n grande, X ~ N (np, np(1 — p)).

(a) Calcula E[X] y SD(X).

(b) Usando la aproximaciéon Normal y la regla empirica, halla un intervalo que contenga
X con probabilidad ~ 0.95.
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(a) E[X] = np = 100 - 0.4 = 40; Var(X) = np(1 —p) = 100 - 0.4 - 0.6 = 24, asi
D(X) = v24 ~ 4.9.

(b) = 95% cae en p £ 20 =40 £ 2(4.9) = 40 £ 9.8, es decir [30.2, 49.8], aprox. entre 30

y 50 hogares.

Ejercicio 1.23 (Aproximacion de Poisson a la Binomial (eventos raros)). En un censo de n =
1000 personas, la probabilidad de una condicién rara es p = 0.002. Sea X ~ Bin(1000, 0.002)
el nimero de casos.

(a) Justifica que X = Pois(A) con A = np y da A.

(b) Aproxima P(X = 0) y P(X = 2) con la Poisson, y compara P(X = 0) con el valor
Binomial exacto (1 —p)". (Usa e~ ~ 0.1353.)

Solucion

(1) Como n es grande, p chico y np moderado, la Binomial se aproxima por una Poisson
con A =np=1000-0.002 = 2.
2

2
(2) Poisson: P(X =0) = e 2 ~ 0.1353; P(X = 2) = ¢~ = 2¢72 &~ 0.2707.

2!
Binomial exacta: P(X = 0) = (0.998)!%0 Como (0.998)1000 — ¢10001m(0.998)
e1000(=0.0020020) — ¢=2.002 ~ () 1351. La aproximaciéon Poisson (0.1353) es excelente.

Ejercicio 1.24 (TLC: probabilidad sobre la media muestral). El tiempo de viaje al trabajo
en una ciudad tiene y = 45 min y 0 = 15 min (no necesariamente normal). Se toma una
muestra aleatoria de n = 225 personas. Por el TLC, X ~ N (u, 0?/n).

(a) Calcula el error estdandar de X.

(b) Calcula P(X > 47). (Usa P(Z < 2) =~ 0.975.)

Solucion

= o 15 15
D(X — =——=— =1 min.
5 _
(b) z = =2, asi P(X >47) =P(Z >2) =1 —P(Z < 2) ~ 1 —0.975 = 0.025.

La distribucién de X podia ser cualquiera: el TLC nos permite usar la Normal porque n
es grande.

Ejercicio 1.25 (TLC: probabilidad sobre una suma). Una ONG reparte n = 100 bonos
independientes; el monto X; de cada bono tiene u = 50 y 0 = 20 soles. Sea S = qu X; el
gasto total. Por el TLC, S &~ N (nu, no?).

(a) Calcula E[S] y SD(S5).
(b) Calcula P(S > 5200). (Usa P(Z < 1) ~0.84.)
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(a) E[S] = 100 - 50 = 5000; Var(S) = 100 - 20> = 40000, asi SD(S) = /40000 = 200
soles.
(b) z =

5200 — 5000

w00 = L st P(S > 5200) =P(Z > 1) = 1 - 084 = 0.16.

Ejercicio 1.26 (Suma de Normales independientes). Dos regiones tienen ingresos medios
mensuales independientes X ~ N(1500, 200%) e Y ~ N(1200, 150%) (soles). Recuerda que
toda combinacion lineal de normales independientes es normal.

(a) Da la distribucién de la suma T'= X + Y (media y varianza).

(b) Da la distribucién de la diferencia D = X —Y y calcula P(D > 550). (Usa P(Z < 1) =~
0.84.)

Solucion

(a) E[T] = 1500 4+ 1200 = 2700; por independencia Var(T) = 2002 + 150? = 40000 +
22500 = 62500. Asi T ~ A(2700, 62500) con SD(T') = 250.

(b) E[D] = 1500 — 1200 = 300; Var(D) = 200? + 150 = 62500 (la varianza de la
diferencia de independientes suma), asi SD(D) = 250 y D ~ N(300, 62500). Entonces

550 — 300
— T —1yP([D>550)=P(Z>1)=1—0.84=0.16.

® 250

Nivel 4 — Reto

Dificil: integra varios temas en un mismo problema.

Ejercicio 1.27 (Tamano de muestra para un error estandar dado). El ingreso tiene o = 600
soles. Quieres estimar la media con un error estdndar de a lo sumo 20 soles.

(1) Plantea la condicién o/y/n < 20 y despeja n.

(2) Si ademés quieres que el “margen de error” al 95% (aprox. 2 SD(X)) sea < 20 soles,
.qué n necesitas?

Solucion

(1) (\5?7_? <20 < /n> 620(?:30 <= n > 900. Se necesita n = 900.

600 600
(2) Ahora 2- — <20 < — <10 < /n>60 < n > 3600. Reducir el
n n

margen a la mitad cuadruplica el n requerido.
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Ejercicio 1.28 (Aproximacién Normal a la Binomial con correccién por continuidad). Se
lanza una moneda justa n = 100 veces; X ~ Bin(100, 0.5) es el ntumero de caras.

(1) Da p=E[X]y o = SD(X).

(2) Aproxima P(X < 45) con la Normal usando correccion por continuidad (usa 45.5).
(Usa P(Z < 0.9) ~ 0.816.)

Solucion

(1) u = np = 50; Var(X) =np(l —p) = 100-0.5- 0.5 = 25, as{ 0 = 5.
(2) Con correccién por continuidad, P(X < 45) ~ P(Y < 45.5) donde Y ~ N (50, 25).

45.5 — —4.
Entonces z = L 55 0 3 b _ —0.9,asi P(X <45) =~ P(Z < -09) =1-PZ <

0.9) = 1 —0.816 = 0.184. La correcciéon (45.5 en vez de 45) mejora la aproximacion
porque la Binomial es discreta y la Normal continua.

Ejercicio 1.29 (Insesgadez de la media muestral y de un estimador escalado). Sea X7, ..., X,
i.i.d. Unif[0, 0] (este caso aparece en clase). El pardmetro desconocido es 6. Considera el es-
timador § = 2X.

(1) Recordando que E[X;] = 6/2, demuestra que 6 = 2X es insesgado para 0 (es decir

A

E[6] = 6).
(2) Calcula Var(d) usando Var(X;) = 62/12. ;Qué pasa cuando n — co?

(1) E[X] = E[X,] = 0/2, asi E[f] = E[2X] = 2- Z

insesgado.

— 0. Por tanto el sesgo es E[f] — 0 = 0:

A > > 2 62/12 62
(2) Var(d) = Var(2X) = 4 Var(X) = 4 - % =4 {L = 3 Cuando n — oo,

Var(#) — 0: el estimador se concentra en 6 (es consistente).

A

Ejercicio 1.30 (Aproximaciones encadenadas: Binomial — Poisson y Binomial — Normal).
Dos escenarios con la misma familia Binomial, pero que piden aproximaciones distintas.

(1) Eventos raros (Poisson). En un padrén de n = 2000 votantes, la probabilidad de
que una cédula tenga un error de registro raro es p = 0.0015, independiente entre
cédulas. Sea X ~ Bin(2000, 0.0015). Justifica la aproximacion X ~ Pois(\), da A, y
aproxima P(X < 2). Compara P(X = 0) con el valor Binomial exacto (1 — p)™.

(2) Muchos ensayos balanceados (Normal con correccién por continuidad). En
una eleccion renida, de n = 400 votos independientes cada uno favorece a la candi-
data A con probabilidad p = 0.5. Sea X ~ Bin(400, 0.5) el ntimero de votos para A.
Aproxima P(X < 190) con la Normal usando correccion por continuidad (190.5), y
comparala con la aproximacion sin correccion.
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(3) Discute: jpor qué en (1) NO conviene la Normal y en (2) NO conviene la Poisson?

(Usa e3 =~ 0.0498; P(Z < 0.95) =~ 0.8289; P(Z < 1) ~ 0.8413. Valor exacto de referencia:
P(X <2)~0.4230 en (1); P(X <190) =~ 0.1711 en (2).)

Solucion

(1) Binomial — Poisson. Con n grande, p pequeno y np moderado, la regla de eventos
raros da X =~ Pois(\) con A = np = 2000 - 0.0015 = 3. Entonces
P(X =0) ~ e™® = 0.0498, P(X =1) ~ 3¢ = 0.1494,
P(X =2) ~ 2e 3 = 4.5¢73 = 0.2240,
asi P(X < 2) ~ 0.0498+0.1494+0.2240 = 0.4232 (exacto Binomial 0.4230: casi idéntico).
Para P(X = 0) el valor Binomial exacto es (1 — p)" = (0.9985)2000 = 2000In0.9985
e=3002 5 0.0496, que coincide con e~3 = 0.0498. La aproximacién Poisson es excelente.
(2) Binomial — Normal con correccién. Aqui p = 0.5 no es chico y A = np = 200

es enorme: la Poisson no aplica. La Normal si: u = np = 200, 0 = /np(1l —p) =
V400 - 0.5-0.5 = /100 = 10. Con correccion por continuidad (la Binomial es discreta,

< 190 incluye al 190):

=P(Z <-0.95) =1-0.8289 = 0.1711,

190.5 — 200
P(X < 190) ~ IP’(Z < )

que coincide con el exacto 0.1711. Sin correccién darfa z = B20 = —1.0 y P(Z <
—1) = 1 —0.8413 = 0.1587: peor por casi 0.012. La correccién (sumar 0.5 al borde)
mejora claramente la aproximacion.

(3) Cuando cada una. La Poisson sirve para eventos raros (p — 0, np moderado): la
masa se concentra en valores chicos y la campana normal quedaria mal por su asimetria.
La Normal sirve cuando np y n(1 — p) son ambos grandes (regla practica > 5 o > 10):
la Binomial es casi simétrica y se parece a una campana. En (1), np = 3 es chico =

Poisson; en (2), np = n(l — p) = 200 = Normal. (Adaptado de MIT 18.05.)

Ejercicio 1.31 (Suma de variables independientes: Normal, Poisson y Exponencial — Er-
lang). Tres familias cierran bajo la suma de forma distinta. En todos los casos las variables
son independientes.

(1) Normales. El gasto mensual de dos programas sociales es X ~ N(1200, 150%) e
Y ~ N(900, 120%) (soles). Da la distribucién exacta de T = X + Y (familia, media y
varianza) y su SD.

(2) Poisson. A una central de ayuda llegan llamadas de la linea 1 con X ~ Pois(3) por
hora y de la linea 2 con Y ~ Pois(5) por hora. Da la distribuciéon de X +Y y calcula
E[X +Y]y Var(X +Y).

(3) Exponenciales — Erlang/Gamma. Un tramite tiene 4 etapas independientes; cada
etapa dura T; ~ Exp(\ = 1) horas (media 4 h). El tiempo total es S = T} +T5+ T3+ T}.
Identifica la familia de S (Gamma/Erlang con pardmetros) y da E[S] y Var(S).
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Solucion

(1) Toda combinacién lineal de normales independientes es normal. La suma: media
E[T] = 1200 + 900 = 2100; varianza (suma de varianzas por independencia) Var(T') =
150241202 = 22 500+14 400 = 36 900. As{ T' ~ N(2100, 36 900) con SD(T") = /36 900 ~
192.1 soles.

(2) La suma de Poissons independientes es Poisson con pardmetro la suma de tasas:
X +Y ~ Pois(3 + 5) = Pois(8). Luego E[X + Y] =8y Var(X +Y) = 8 (en la Poisson
media y varianza coinciden).

(3) La suma de k exponenciales i.i.d. de tasa A es una Gamma (Erlang) de forma k y
tasa A: S ~ Gamma(k =4, A = ;). Su media y varianza:

k 4 k 4
ESj=—-=——=16h = —-=-—-=4-16=64 D(S) =8 h.
[S] 6 h, Var(5) X~ /)7 6 =064, SD(S)=38
(También sale de E[T;] = 1/\ = 4, Var(T;) = 1/A* = 16, sumando 4 etapas.) (Adaptado
de MIT 18.05.)

Ejercicio 1.32 (Método de momentos vs. MLE para la exponencial). Se observa el tiempo
entre quejas ciudadanas: una muestra i.i.d. Xi,..., X,, ~ Exp()) con densidad f(z | \) =
Ae ™ x> 0. El pardmetro desconocido es la tasa \.

(1) Momentos. Iguala el primer momento teérico E[X] = 1/A al momento muestral X y
despeja el estimador Ayonm-

(2) MLE. Escribe la log-verosimilitud ¢(\) = >, [In A — Ax;], deriva, iguala a cero y obtén

)\MLE .

(3) Compara ambos estimadores. Para la muestra {2.1, 3.4, 1.0, 4.8, 2.9} (en dias), calcula
el valor numérico.

-1 = “ 1
(1) Momentos. E[X] = 1/\. Igualando a X: 3= X = Avom = =

(2) MLE. Verosimilitud L(\) = [[", Ae " = e X% Log-verosimilitud ¢(\) =
nln A — A", x;. Derivando e igualando a cero:

n - N n 1
') =—— ;=0 A = = —.
(A) 2\ ;1? = AMLE S X
(0" = —n/A? <0, es mdximo.)

(3) Comparacion. Para la exponencial, ambos coinciden: T — e — 1 /X. Con
la muestra, S 2; = 2.1 +34+1.0+48+29 = 142, X = 14.2/5 = 2.84 dias, asi
A =1 /2.84 =~ 0.352 quejas/dia. (Que coincidan es especial de la exponencial; en otras
familias difieren, ver el siguiente nivel.) (Adaptado de MIT 18.05.)
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Nivel 5 — Reto+

Muy dificil / fuera del scope tipico: demostraciones y casos limite.

Ejercicio 1.33 (MLE de la Uniforme|0, 0] y su sesgo). La duracién (en anos) de mandatos en
un cargo se modela X1, ..., X, i.i.d. Unif[0, 6], con densidad f(x | #) = 1/60 para 0 <z <.
El pardmetro desconocido es # (la duracién méxima posible).

(1) Escribe la verosimilitud L(6) y argumenta por qué el MLE NO se obtiene derivando,
sino que es Oy g = max(Xy,..., X,).
(2) La densidad del mdximo M = méx; X; es fy(m) = nm™ /0" para 0 < m < 0.
Demuestra que E[M] = %9 y deduce el sesgo de O
n

(3) Propone la correcciéon insesgada 0, = cM (da ¢) y compara cualitativamente con el
estimador de momentos Gyom = 2X.

1
(1) L(0) =T, 5 1{0 < z; < 0} = y 1{6 > max; z;}. Para 6 < max; x; la verosimilitud
es 0 (algin dato caeria fuera del soporte). Para § > max; x;, L = 0" es decreciente en
0, asi que se maximiza tomando el menor § admisible: Oy r = max(Xy,..., X,) = M.

Derivar no sirve porque el maximo esta en el borde del rango admisible, no en un punto
interior con derivada cero.

o  pmnl n ? n ot n A
2) E[M] = [ m- dm = o [ dm = 2 — " 0. Sesgo: Elfyre] -
(2) E{M] om g m (g om m o n+1 n-+1 esg0: E{6vr]
h=—"10-0=— < 0. El MLE subestima sisteméticamente 6 (es 16gico: el
n+1 n+1

méximo de la muestra nunca supera a 6). El sesgo — 0 cuando n — oo (es asintéticamente

insesgado).

T 1
P st 6, = P max(X)
n

(3) Buscamos ¢ con El[cM] = 0: c- 250 =0 = ¢ = p

es insesgado. Frente a fyoy = 2X (también insesgado, pues E[2X] = 2-60/2 = 6):
el corregido del maximo usa solo el dato extremo pero tiene varianza mucho menor
(ox 6%/n?) que el de momentos (ox 6%/n); para n grande el estimador basado en el maximo
es preferible. (Adaptado de MIT 18.05.)

Ejercicio 1.34 (Simulacién por transformada inversa). Para simular en computadora una
variable con distribuciéon dada, se parte de U ~ Unif[0, 1] (que todo lenguaje genera) y
se aplica la inversa de la cdf. E1 método de la transformada inversa dice: si F' es la cdf y
U ~ Unif[0, 1], entonces X = F~(U) tiene cdf F.

(1) Exponencial. Para Exp()\), F(z) = 1 — e **. Despeja x = F~1(u) y da la férmula
generadora.
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(2) Con A = 1 y el ntimero aleatorio u = 0.3, calcula el valor simulado z. (Usa In(0.7) ~

—0.3567.)

(3) Discreta (Bernoulli). Explica como generar X ~ Bernoulli(p) a partir de U, y aplica
con p =04, u=0.3.

Solucion

(1) Despejamos u=1—e M = e =1—-u= Az =In(l —u) =

_ In(1 —w)
—F iy =——"" "/
o= Pl () = — 2L
(Como 1 — U también es Unif]0, 1], suele usarse la forma equivalente = —In(u)/A\.)
In(1—-0.3
(2) Con A =1 u=03z= —n(m) = —2In(0.7) = —2(—0.3567) = 0.7134. El

valor simulado es ~ 0.71 (anos/minutos segin la unidad).

(3) La cdf de Bernoulli(p) vale 0 hasta 0, saltaa 1 —penz =0y alenz = 1. La
inversa generalizada da laregla: X =0siU <1—p,y X =1si U > 1 —p. (Equivalente
y mas comtin: X =181 U < p, X =0 sino.) Con p=0.4, u=0.3: como 0.3 < 0.4, se
obtiene X =1 (“éxito”). (Adaptado de MIT 18.05.)

Ejercicio 1.35 (Estadisticos de orden: el minimo de exponenciales). Un sistema social tiene
n = 5 componentes independientes; el tiempo de falla de cada uno es T; ~ Exp(A = 0.2)
por ano (media 5 anos). El sistema falla cuando falla el primero, asi que su vida es M =

Il’lil’l(Tl, NP ,T5).

(1) Demuestra que P(M > t) = [[, P(T; > t) y deduce que M ~ Exp(nA). Da la tasa y la
media de M.

(2) Calcula P(M > 2). (Usa e % ~ 0.1353.)

(3) La figura muestra la cola P(M > t) = e ! del minimo, con el drea bajo la curva a la
derecha de t = 2 sombreada. Interpreta por qué el minimo de muchos componentes
“vive mucho menos” que uno solo.

1 A
=~ 0.75 |
N P(M >t)=¢"
= 05
&
0.25 1 P(M >2)=e2~0.135
0L | > t (anos)
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Solucion

(1) M >t ocurre sélo si todos sobreviven a t. Por independencia,

5 5
P(M>t)=P(Ty >t,...,Ts>t) = [[P(T; > t) = [[e M =™ = eV,

i=1 i=1

Esa es la funcion de supervivencia de una exponencial de tasa n)\, asi que M ~ Exp(n\) =
Exp(5 - 0.2) = Exp(1). Media E[M] = 1/(nA) = 1 ano (jfrente a 5 afios de un solo
componente!).

(2) P(M > 2) = e (™2 = ¢712 = ¢72 ~ 0.1353, que es el area roja de la figura.

(3) El sistema vive lo que dura su componente mas débil. Cuantos méds componentes
en serie, mas “oportunidades” de fallar temprano: la tasa total nA crece con n y la vida
media 1/(n\) cae. Por eso el minimo de 5 exponenciales de media 5 tiene media 1: la
cola decae cinco veces mas rapido. (Adaptado de MIT 18.05.)
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