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1. De qué trata esta clase

En la clase anterior dimos el salto de la probabilidad a la estadistica: vimos que un estimador
(estimator) 0 es una funcién de la muestra —por tanto, una variable aleatoria— que usamos
para adivinar un pardmetro (parameter) 6 desconocido de la poblacién. Ahora vamos a
tres preguntas centrales de toda la inferencia estadistica:

» ;COmo sé si un estimador es bueno? Criterios para evaluar estimadores: sesgo,
varianza, error cuadratico medio, consistencia y eficiencia.

s ;COmo construyo un estimador desde cero? Dos métodos clasicos para derivar
estimadores: el método de los momentos y la méxima verosimilitud (MLE).

» ;Qué tan confiable es mi estimacién? Dos formas de cuantificar la incertidumbre:
los intervalos de confianza y las pruebas de hipétesis (con su andlisis de errores y
potencia).

Un estimador es una receta para adivinar la verdad de la poblacién usando datos. Esta
clase trata de tres habilidades del estadistico aplicado: (1) juzgar recetas (jse inclina
hacia un lado?, jcudnto varia?), (2) inventar recetas razonables, y (3) reportar no solo
un namero sino también cudnta confianza merece. En ciencias sociales, donde casi nunca
medimos a toda la poblacion, estas tres habilidades son el corazén del oficio.

2. Evaluar estimadores: sesgo, varianza, MSE, consis-
tencia y eficiencia

Un estimador 6 es una variable aleatoria, asi que tiene una distribucién muestral (sam-
pling distribution). Todos los criterios para juzgarlo se basan en caracteristicas de esa
distribucion: jesta centrada en el valor correcto? ;jqué tan dispersa es?

2.1. Sesgo (bias)
Definicién 2.1 (Sesgo y estimador insesgado). El sesgo (bias) de un estimador § de 0 es
Bias(d) = E[6] — 6.

0 es insesgado (unbiased) si E[f] = 6 para todo valor posible del pardmetro § € ©: en
promedio, da en el blanco.

El sesgo mide un error sistemdtico: si repitiéramos el muestreo muchas veces, jel promedio
de nuestras estimaciones coincidiria con la verdad, o se inclinaria siempre hacia arriba o
hacia abajo? Un estimador insesgado no se inclina; no garantiza acertar en una muestra,
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sino no equivocarse en promedio.

Ejemplo 2.1 (La media y la varianza muestral). Si Xi,..., X, son iid con media p y

varianza o2

» La media muestral X = L3 X; es insesgada para ju, pues E[X] = p.

» La varianza muestral con divisor n — 1,

1 & -

-1 Z(Xl -
i=1

es insesgada para o%: E[s?] = o2 (El divisor n — 1 en vez de n corrige el sesgo que
apareceria por usar X en lugar del p verdadero.)

2.2. Varianza y eficiencia (efficiency)

Definicién 2.2 (Eﬁ(nen(:la entre estimadores insesgados). Dados dos estimadores insesgados
91 y 62 de 0, decimos que 91 es mas eficiente (more efficient) que 92 si, para un mismo
tamano de muestra,

Var(f,) < Var(f,).

Entre estimadores insesgados, menor varianza = mejor.

Si dos recetas aciertan en promedio (ambas insesgadas), preferimos la que varia menos:
nos da estimaciones mas parecidas entre muestras, es decir, mas precisas y confiables. La
eficiencia compara esa precision.

Piensa en un estimador como un tirador que dispara a una diana, donde el centro es el
verdadero # y cada disparo es la estimacién de una muestra distinta:

= Sesgo = apuntar mal. Si la mira esta desviada, los disparos se agrupan lejos del
centro de forma sistemdtica, no importa cuantas veces dispares. Eso es un estimador
sesgado.

= Varianza = pulso tembloroso. Si te tiembla la mano, los disparos se dispersan por
toda la diana aunque apuntes bien al centro. Eso es alta varianza.
El ideal es buena punteria (insesgado) y pulso firme (baja varianza): disparos agrupados
en el centro. Un estimador puede fallar por cualquiera de los dos males —o por ambos—
y el MSE (més adelante) los suma para darnos una sola nota.

2.3. Error cuadratico medio (MSE)

A veces conviene aceptar un poco de sesgo a cambio de mucha menos varianza. El criterio
que combina ambos en una sola cifra es el error cuadratico medio.
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1.2 1
insesgado, baja varianza (eficiente)
| - - - insesgado, alta varianza
------ sesgado (sesgo > 0), baja varianza

I
o0

densidad muestral
o o
= o

valor del estimador &

Figura 1: Distribuciones muestrales de tres estimadores de un mismo 6 (linea negra). El azul
esté centrado en 6 (insesgado) y es angosto (baja varianza): el mejor. El verde también esté
centrado en 6 (insesgado) pero es ancho (alta varianza): menos eficiente. El rojo es angosto
pero estd corrido a la derecha (sesgado): da estimaciones precisas pero sisteméticamente
equivocadas.

Definicién 2.3 (Error cuadratico medio (Mean Squared Error)). El MSE de 6 es el pro-
medio del error al cuadrado: . .
MSE(6) = (6 - 6)*].

Descomposicién sesgo—varianza

El MSE se separa en dos piezas:

MSE()) = [Bia,s.(é)}2 + Var(f)

es decir, MSE = sesgo? + varianza. Para un estimador insesgado el sesgo es 0, asi que

A

MSE(f) = Var(f).

A,

Deduccion. Sumando y restando E[0] dentro del cuadrado:

E[(0 - 0)*] = E[(0 — E[] + E[4] — 0)*] = E[(0 — E[))*] + (E[0] — 0)?,
Var(d) sesgo®

A

porque el doble producto 2(E[d] — 0) E[§ — E[6]] = 0.

El MSE penaliza los dos males a la vez: estar descentrado (sesgo) y estar disperso (varian-
za). Esto formaliza el famoso compromiso sesgo—varianza (bias—variance trade-
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off): a veces un estimador ligeramente sesgado pero muy estable tiene menor MSE que
uno insesgado pero muy ruidoso. En la Figura 1, el rojo (sesgado, baja varianza) podria
tener menor MSE que el verde (insesgado, alta varianza) si el sesgo es pequeno comparado
con la diferencia de varianzas.

Ejemplo 2.2 (Comparar dos estimadores por MSE). Para estimar 6, tenemos dos recetas:
= 0,: insesgado, con Var(fy) =4 = MSE, = 02 +4 = 4.
n éB: sesgo = 1, con Var(éB) =2= MSEg=12+2=3.

Aunque O es sesgado, tiene menor MSE (3 < 4): en promedio se equivoca menos. Si nos
importa el error total (y no solo no inclinarnos), 0p es preferible. Este es el trade-off en
accion.

2.4. Consistencia (consistency)

A

Definicién 2.4 (Estimador consistente). 6, (basado en n datos) es consistente (consis-
tent) para 6 si converge en probabilidad al pardmetro al crecer la muestra:

0, —— 0, es decir, P<|én — 0] > 5) — 0 para todo £ > 0.

n—oo

Consistencia es una promesa asintotica: con cada vez mas datos, la distribucion del
estimador se “colapsa” en un punto, justo en #. Una condicién suficiente comoda: si 0, es
insesgado (o su sesgo — 0) y Var(én) — 0, entonces 6, es consistente. La media muestral
lo cumple: E[X] = p y Var(X) = 62/n — 0 (es la Ley de los Grandes Niimeros).

Son criterios distintos. Un estimador puede ser insesgado pero inconsistente (p.ej. usar
solo X; siempre: E[X;] = p pero su varianza no baja con n). Puede ser sesgado pero
consistente (p.ej. un sesgo que se desvanece con n). “Bueno” depende de qué te importa:
no inclinarte (insesgado), precision (eficiente), o garantia con muchos datos (consistente).
El MSE intenta resumirlos.

3. Derivar estimadores: momentos y maxima verosimi-
litud

Ya sabemos juzgar un estimador; ;pero como consequimos uno? Hay dos marcos clasicos: el
método de los momentos y la maxima verosimilitud.
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3.1. Método de los momentos (Method of Moments)

Definicién 3.1 (Momentos poblacionales y muestrales). El k-ésimo momento poblacio-
nal es E[X*] (una funcién del pardmetro). El k-6simo momento muestral es = 37 | X}
(calculable con los datos).

Receta del método de los momentos

Para estimar un parametro, iguala el primer momento poblacional al primer momento
muestral y despeja el pardmetro. Si hay k pardmetros, usa k momentos (k ecuaciones, k
incégnitas). Cada igualdad es una condicion de momento (moment condition). Idea de
Karl Pearson (1894).

Ejemplo 3.1 (Momentos para A de una Poisson). Sea X, ..., X, iid Pois(\) (p. ej. nimero
de protestas por distrito en un mes). El primer momento poblacional es E[X] = A. Igualando
al primer momento muestral X:

)\:X - XMOM:X

El estimador por momentos de la tasa de Poisson es, simplemente, el promedio de los conteos.
Intuitivo: la media de una Poisson es .

3.2. Maxima verosimilitud (Maximum Likelihood, MLE)

Definicién 3.2 (Funcién de verosimilitud y MLE). Dada una muestra iid con densidad/pmf
f(z ] 0), la funcién de verosimilitud (likelihood) es la densidad conjunta vista como

funcion del pardmetro:
n

i=1
El estimador de méxima verosimilitud (MLE) Ouie es el valor de 6 que mazimiza L
(equivalentemente, la log-verosimilitud ¢(0) = log L(0), porque el log es creciente y convierte
el producto en suma).

El MLE responde: “;qué valor del parametro hace que los datos que de hecho observamos
sean lo mas probable posible?”. Entre todas las distribuciones de una familia, elegimos
la que mejor “explica” la muestra. Por eso es tan usado: tiene buenas propiedades (es
consistente y, bajo condiciones de regularidad, asint6ticamente normal y eficiente).

Imagina que sacas de una urna 20 bolas y 6 salen rojas. ; Qué proporcién de rojas p es la
mas creible en esa urna? Si dijeras p = 0.9, ver solo 6 rojas de 20 seria rarisimo; si dijeras
p = 0.05, también. El valor que vuelve “lo més natural posible” el resultado observado
es p=6/20 = 0.3. Eso es el MLE: el valor del parametro que hace mas probables

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
Clase 6 — Teoria e p. 6 de 29



B.Sc. Cristian Lazo Quispe 14.310x — Data Analysis for Social Scientists

¢

los datos que ya viste. No buscamos qué parametro es “verdad” en abstracto, sino

cudl explica mejor lo que el azar nos entregd.

Ejemplo 3.2 (MLE de p en una Bernoulli). Sea X, ..., X, iid Bernoulli(p) (p.ej. X; =1
si el hogar i tiene acceso a internet). Con f(z | p) = p*(1 — p)'2, la verosimilitud es

n

Lp)=[Ip (1 —p)' ™ =p°(1—p)", s = Y; x; (nimero de éxitos).
i=1

Tomamos log y derivamos:

lp)=slnp+(n—s)In(l —p),  (p)=

Despejando: s(1 —p) = (n—s)p= s =np =

A S U
PviEg = — =X
n

El MLE de p es la proporcién muestral de éxitos. (Aqui coincide con el método de los
momentos, porque E[X]| = p.)

—~ =10}

gz ﬁMLE = S/TL = 03

]

=

=

= —15

=

n

o

P

o

i

20 —20

2 —{(p) =6Inp+14In(1 —p) (n =20, s =6)
0 0.2 0.3 0.4 0.6 0.8 1

valor candidato del parametro p

Figura 2: Log-verosimilitud de una muestra Bernoulli con n = 20 ensayos y s = 6 éxitos. La
curva se maximiza exactamente en p = s/n = 6/20 = 0.3 (linea roja): el valor de p que hace
“mas probable” haber observado 6 éxitos en 20 intentos.

Cuando el modelo tiene dos parametros —por ejemplo una Normal con media p y des-
viacion o desconocidas— la log-verosimilitud log L(i, o) ya no es una curva sino una
superficie (una “loma”) sobre el plano de pardametros. E1 MLE (i, §) es simplemente la
cima de esa loma: el punto del espacio de parametros que hace mas creibles los datos
observados (figura 3). Con k pardmetros vivirlamos en una loma de k dimensiones; la
idea —buscar la cima— es la misma.
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177.5
180.0 2

Figura 3: Log-verosimilitud log L(u, o) de una muestra Normal, como superficie sobre el es-
pacio de pardmetros (i, ). El MLE es la cima (punto rojo): i = X y 6 = \/% (X — X)2,
Maximizar la verosimilitud es, literalmente, “subir hasta lo mas alto” de esta loma.

La méaxima verosimilitud tiene grandes propiedades asintdticas, pero no es mégica: el
MLE puede ser sesgado en muestras finitas. Ejemplo clésico: con X; ~ Unif|0, 6], el
MLE de 6 es el méximo muestral § = Xmy = max{Xy,..., Xy}, que siempre es < 0 y
por tanto subestima 6 (es sesgado hacia abajo, aunque consistente).

4. Intervalos de confianza (confidence intervals)

Reportar solo un nimero (f = 0.42) esconde cudn precisos somos. El error estandar
(standard error, SE) —la desviacién estandar del estimador— ya da una idea: para X,
SE(X) = 0/+/n. Pero a menudo es més 1til presentar esa informaciéon como un intervalo.

Definicién 4.1 (Intervalo de confianza). Un intervalo de confianza (confidence in-
terval, CI) de nivel 1 — a para 6 es un par de funciones de la muestra A(Xy,...,X,) y
B(Xji,...,X,) tales que

P(A<9<B):1—a.
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El nimero 1 — « es el nivel de confianza; lo comtn es 1 — a = 0.95 (95 por ciento). Tras
evaluar en los datos, [A, B] es un par de ntimeros concretos.

CI para la media: o conocida (Normal)

Si muestreamos de una A (u1, 02) con o conocida (o n grande, por el TLC), el CI de nivel
1 — «a para p es

= o

X =+ Zl—a/Qﬁ

donde z1_,/2 es el cuantil de la normal estandar. Para 95%: 2975 = 1.96. Es decir,
estimacién + margen de error, con margen = z - SE.

CI para la media: ¢ desconocida (t de Student)

Si o es desconocida (lo habitual), la estimamos con s y usamos la distribucién t de
Student con n — 1 grados de libertad, porque

A-w

s/v/n

El CI de nivel 1 — « para p es

= S
X = tn—l,l—a/Qi

N

La t tiene colas mas gruesas que la normal, asi que t,_1 1—qa/2 > 21_q/2: €l intervalo
es mas ancho. Esto “castiga” nuestra mayor incertidumbre por no conocer o. Cuando
n — 00, t,_1 — N(0,1) y ambos intervalos coinciden.

Ejemplo 4.1 (Ingreso medio con o conocida). Una muestra de n = 100 hogares da un
ingreso promedio X = 2000 soles. Suponemos o = 600 soles conocida. Un CI al 95 % para el
ingreso medio poblacional p:

= o 600
X +£1.96 — =2000=+1.96 - —
vn v/ 100

es decir, [1882.4, 2117.6] soles.

Interpretaciéon en palabras (correcta): “Con un 95% de confianza, el ingreso medio
poblacional esta entre 1882.4 y 2117.6 soles”. Es decir, la receta que produjo este intervalo

atrapa al verdadero p el 95% de las veces; en este caso confilamos (sin certeza) en que pu
quedé adentro. Fwvita decir “hay 95 % de probabilidad de que p € [1882.4,2117.6]".

= 2000 £ 1.96 - 60 = 2000 £ 117.6,

Ejemplo 4.2 (Misma muestra, o desconocida (t)). Si en cambio no conocemos o y la muestra
da s = 600 soles, usamos la t con n — 1 = 99 gl. El cuantil tgg ¢.975 ~ 1.984 (apenas mayor
que 1.96):

X =+ tgg, 0975 —= = 2000 £ 1.984 - 60 = 2000 £ 119.0 = [1881.0, 2119.0].

S
Jn
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El intervalo t es ligeramente méas ancho que el normal, reflejando la incertidumbre extra de
estimar 0. Con n = 99 la diferencia es pequena; con n chico seria notoria.

Interpretacion (correcta): “Con 95 % de confianza, el ingreso medio poblacional esta entre
1881.0 y 2119.0 soles”. El intervalo t es un poco méas ancho porque pagé el “impuesto” de no
conocer ¢ y haberla estimado con los mismos datos.

4.1. ;Qué significa REALMENTE el “95%”?7 (lo mas importante)

Esta es, con diferencia, la idea que més se malinterpreta en toda la estadistica. Véle la pena
ir despacio.

Interpretacion frecuentista correcta del nivel de confianza

El “95%” describe el procedimiento, no un intervalo concreto:

Si repitiéramos el muestreo muchisimas veces —sacando cada vez una muestra
nueva y construyendo un CI con la misma receta— alrededor del 95 % de esos
intervalos contendrian al verdadero p.

La aleatoriedad vive en cdmo cae la muestra (y por tanto en dénde caen los extremos
Ay B del intervalo), no en p. El pardmetro p es un ntimero fijo de la poblacién, que
no conocemos pero no se mueve. Lo que “acierta el 95 % de las veces” es la receta de
construir intervalos.

Piensa en el juego de lanzar argollas a un poste clavado en el suelo (o el tiro al sapo:
la boca del sapo no se mueve de su sitio). El poste es u: estd fijo, solo que no sabemos
exactamente dénde. Cada vez que tomas una muestra es como lanzar una argolla: cae
en una posicion un poco distinta cada vez, porque cada muestra sale distinta. Esa argolla
es tu intervalo de confianza.

“Confianza del 95 %" quiere decir que, si lanzaras muchas argollas, 95 de cada 100
rodearian el poste. Pero una argolla ya lanzada o roded el poste o no lo hizo: es un hecho
consumado, ya no hay azar. Por eso no se dice “esta argolla tiene 95 % de probabilidad
de rodear el poste”. El 95 % describe tu punteria (el procedimiento de muestreo), no una
tirada concreta. En la figura de cobertura de abajo, cada linea horizontal es una argolla
(el IC de una muestra): casi todas cruzan la linea vertical p, y solo unas pocas la dejan
fuera.

En tu estudio real calculas UN solo intervalo, a partir de tu inica muestra. Ese es
el que reportas y usas. Entonces, jde donde salen los “muchos intervalos” del 95 %?

Son un experimento mental: si repitieras el estudio con muestras nuevas (o si muchos
investigadores lo hicieran), cada muestra darfa un intervalo distinto, porque cada muestra
sale distinta. De todos esos intervalos imaginarios, el 95 % contendria a u. Td solo ves
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el tuyo, pero como tu intervalo salié de una receta que acierta el 95% de las veces, le
pones el sello “95 % de confianza”.

En la analogia: lanzas una argolla (tu muestra — tu IC). El “95%” es lo que sabes de
tu punteria (de imaginar muchos lanzamientos). Tu argolla ya cay6 y ya roded el poste
o no; confias en ella porque tu técnica acierta 95 de cada 100, no porque “esta” tirada
tenga azar. Los “muchos” son hipotéticos; el “uno” es el tuyo.

u (poste fijo)
9

rodea el poste: ~ 95 de
cada 100

falla: =~ 5 de cada 100

el valor verdadero
no se mueve

Figura 4: El “95%” como tiro al sapo. El poste es u: esta clavado y no se mueve. Cada
argolla (segmento horizontal, con su centro = X) es el IC de una muestra distinta; lo que
cambia entre muestras es ddnde cae la argolla, no el poste. La gran mayoria rodean p (verde)
y solo ~ 1 de cada 20 falla (rojo). Por eso el “95%” describe la punteria del procedimiento,

no una argolla ya lanzada: una vez en el suelo, ya rodeé el poste o no.

Decir “hay 95 % de probabilidad de que u esté en [1882.4, 2117.6]” es incorrecto, aunque
suene natural y lo diga mucha gente (incluso en articulos publicados). ;Por qué estd mal?
» Una vez calculado, [1882.4, 2117.6] son niimeros fijos y p es una constante (des-
conocida, pero constante). La afirmaciéon “1882.4 < pu < 2117.6” es o bien verdadera

o bien falsa: su “probabilidad” es 1 o 0, no 0.95. Ya no hay azar que medir.

» Lo aleatorio era el intervalo (dependia de la muestra), no u. La probabilidad 0.95 se
refiere a la familia de intervalos que la receta produce antes de ver los datos, no a
este intervalo ya cerrado.

Forma correcta de decirlo: “con 95 % de confianza, ;1 estd entre 1882.4 y 2117.6 soles”,
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entendiendo “confianza” como “el procedimiento que me dio este intervalo acierta el 95 %
de las veces”. (La frase con “probabilidad” si es valida en el enfoque bayesiano con un
intervalo de credibilidad, que es otra cosa y se basa en supuestos distintos.)

El semiancho (margen de error) es z1_q/2 0/+/n. De ahi se leen dos intuiciones ttiles:

» Ma&s confianza = mas ancho. Pasar de 90 % a 95 % a 99 % sube z (1.645 — 1.96 —
2.576), asi que el intervalo se ensancha. Es légico: para estar mds seguro de atrapar
a p, debo lanzar una “herradura mas grande”. La certeza total (100 %) exigiria un
intervalo infinito —inntil.

» Mas datos = mas angosto. El \/n en el denominador hace que cuadruplicar n
reduzca el margen a la mitad. Mas informaciéon = mas precisiéon = intervalo mas fino.
Hay un trade-off: precisién (intervalo angosto) vs. confianza (intervalo ancho); n es
la palanca que compra ambas a la vez.

“CI del 95 %" no significa “hay 95 % de probabilidad de que p esté en este intervalo”. Una
vez calculado, [1882.4, 2117.6] son nimeros fijos y p es una constante: o estd dentro o
no, no hay azar. Lo correcto: si repitiéramos el muestreo muchas veces y construyéramos
un CI cada vez, alrededor del 95% de esos intervalos contendrian a p. La confianza estd
en el procedimiento, no en un intervalo particular.

5. Pruebas de hipé6tesis (hypothesis testing)

Muchas preguntas de ciencias sociales son de tipo si/no: jel programa social aument6 el
ingreso? ;la nueva politica cambi6 las horas trabajadas? La prueba de hipétesis responde:
dada una muestra, jhay suficiente evidencia para contradecir cierta afirmacién sobre la
poblacién?

Definicién 5.1 (Hipdétesis nula y alternativa). La hipétesis nula (null hypothesis) H,
es la afirmacién que se pone a prueba (tipicamente “no hay efecto”, § = 6y). La hipétesis
alternativa (alternative hypothesis) H; (o H,) es lo contrario. Si H; es 6 # 6, la prueba
es de dos colas (two-sided); si es § > 6, (0 <), es de una cola (one-sided).

Definicién 5.2 (Estadistico, nivel, regiéon de rechazo). Un estadistico de prueba (test

statistic) T resume la muestra (p.ej. T = f/_\;%’) El nivel de significancia (significance

level) « es la probabilidad maxima que aceptamos de rechazar Hy siendo cierta (comin:
a = 0.05). La regién de rechazo (critical / rejection region) es el conjunto de valores
de T para los que rechazamos Hy; sus bordes son los valores criticos.

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
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u (verdadero)

20 :

1

1

0

L

= 15 o :
9 :
3 i

8 '

— 1
@ i

~— 1
< 10+ g

Z i
8 L

= :

g :

0

T T T
) -1 0 1 2 VaIOI' de ,LL

Figura 5: Veinte intervalos de confianza al 95 %, uno por muestra. El punto es la estimacién
X de cada muestra; la barra, su intervalo. La linea vertical es el p verdadero. La mayoria
(azul) cubre y; uno (rojo, muestra 9) no lo cubre. A largo plazo, alrededor de 1 de cada 20
(5%) fallaré: eso es lo que significa “95 % de confianza”.

Receta de una prueba de hipo6tesis

. Plantea Hy y H;.
. Fija a (p.¢j. 0.05).

1

2

3. Calcula el estadistico 7" con los datos.

4. Compara T con el/los valor(es) critico(s) (o calcula el p-valor).
5

. Rechaza H, si T cae en la regién de rechazo (o si p-valor < «); si no, no rechazas.

Para un test z de dos colas al 5%, los valores criticos son £1.96: rechazas si |T| > 1.96.
Para una cola (derecha) al 5%, el critico es 1.645.

Definicién 5.3 (p-valor (p-value)). El p-valor es la probabilidad, suponiendo Hy cierta, de
observar un estadistico tan o més extremo que el obtenido. Regla de decision:

‘ p-valor < a = rechazar H

Cuanto menor el p-valor, mas fuerte la evidencia contra H,.
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Dos colas (o = 0.05): rechazo si |T'| > 1.96 Una cola (a = 0.05): rechazo si T' > 1.645
e
<
e
k%)
GQ) no rechazo no rechazo
e
a/2 a/2 a
71‘.96 6 1.56 6 1.645
T (bajo Hy) T (bajo Hy)

Figura 6: Regiones de rechazo (en rojo) para un test z al 5%. Izquierda: dos colas, con
a/2 = 2.5% en cada extremo y valores criticos £1.96. Derecha: una cola (derecha), con
todo el @ = 5% en un extremo y valor critico 1.645. Si el estadistico observado cae en zona
roja, rechazamos Hj.

El p-valor mide qué tan “sorprendentes” son los datos si la nula fuera cierta. Un p-valor
de 0.002 dice: “datos como estos ocurririan apenas 2 de cada 1000 veces si Hy fuera
verdad” —demasiado raro, dudamos de Hy. La regla p < a es equivalente a “T cayd en
la region de rechazo”: son dos formas de la misma decision.

densidad

0 Ty = 2.1
T (bajo Hy)

Figura 7: El p-valor (una cola) es el area bajo la densidad de Hy a la derecha del estadistico
observado Tops = 2.1. Aqui vale ~ 0.018. Como 0.018 < 0.05 = «, rechazamos Hy. (Para un
test de dos colas se sumarfan ambas colas, dando ~ 0.036.)

Ejemplo 5.1 (Test sobre un puntaje promedio). Un programa educativo afirma no cambiar
el puntaje medio, histéricamente jo = 500 con o = 100 (conocida). Tomamos n = 64
alumnos y obtenemos X = 520. Probamos Hy : p = 500 vs H; : u # 500 al a = 0.05. El
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estadistico:

X — 20 — 2
B o 520 — 500 0 L6

" o/yn 100/V6i 125

Como |T| = 1.6 < 1.96, no rechazamos Hy. El p-valor de dos colas es 2(1 — ®(1.6)) =
2(0.0548) ~ 0.110 > 0.05: la evidencia no basta para concluir que el programa cambié el
puntaje.

T

No rechazar Hy no demuestra que Hj sea cierta; solo dice que no hay evidencia suficiente
para descartarla (quizd la muestra fue chica). Y un resultado “significativo” (p < 0.05) no
implica que el efecto sea grande o importante: la significancia estadistica no es lo mismo
que la relevancia practica.

6. Guia de decision: como plantear y resolver CUAL-
QUIER prueba

Esta seccion es un manual de campo. Responde, una por una, las dudas que mas aparecen al
empezar con pruebas de hipétesis: como escribir Hy y Hy, qué test usar (z, ¢, proporcién),
cuantas colas, y un checklist universal con muchos demos resueltos.

6.1. Duda 1: ;Cémo identifico Hy y H:?

Regla de oro para escribir las hip6tesis

99. « PYENAY PR ENA4

» Hy (nula) = el “statu quo”: “no hay efecto”, “no hay diferencia”, “nada cambi6”.
Siempre lleva la igualdad: se escribe con = (0 con < / > en pruebas de una cola).
La igualdad vive en H,.

» H; (alternativa) = lo que se quiere detectar: la sospecha, la afirmacion del
investigador, el efecto que buscamos probar. Nunca lleva la igualdad: usa #, > o <.

» Trucos rapidos: (1) “;qué quiero demostrar?” — eso es Hy. (2) El signo de H; sale
de la pregunta: “jsube?” — >; “jbaja?” — <; “jdifiere / cambia?” — #. (3) Hy es

2

lo contrario de Hy y se queda con el “=".
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De la frase de investigacion a Hy y H;

Pregunta / sospecha Hy, (statu quo) | H; (lo que de- | Colas
tecto)

LEl programa sube el ingreso medio? W= o > o una (der.)

(La nueva maquina reduce el tiempo | u = pg w< o una (izq.)

medio?

(La media difiere de 1007 © =100 w7 100 dos

La proporcién de aprobados supera | p = 0.6 p> 0.6 una (der.)

Po = 0.67

(La nueva tasa de fallas es menor que | p = pg p < Do una (izq.)

po?

(El nuevo método cambia la propor- | p = pgy P % po dos

cién?

(El farmaco tiene algin efecto (cual- | u = po I o dos

quiera)?

1. Poner el “=” en H;. Mal: “H; : p = 520”. La igualdad va en Hy; H; describe la
desviacion (>, < o #).
2. Decidir las colas después de ver los datos. La direccién de H; se fija antes de

mirar la muestra, segin la pregunta; si no, inflas los falsos positivos.

3. Confundir lo que quieres con Hj. Lo que quieres probar casi siempre es H;. Hy
es “aburrido” (no pasa nada) y es lo que intentas derribar con evidencia.

6.2.

Qué test usar, en una regla

» Media y, con ¢ poblacional CONOCIDA (o n grande por TLC) — 2-test:
_ Xt

a//n
= Media i, con 0 DESCONOCIDA (usas la muestral s) — t-test de Student con

Duda 2: ;2-test, t-test u otro? (diagrama de flujo)

z

— Mo
l=n—-1. t=——. Para ande, t = z.
gl=n ST ra m gran z
» Proporcién p — z-test (aprox. normal): z = i (usa po en el SE bajo
po(1 —po)/n

Hy).
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1 Qué
parametro?

(media o
proporcién?

proporcién

media

\

z de proporcion
P —Po
po(1 —po)/n

media: ;o

. no (— s)
conocida?

rsi

Y Y

z-test t-test (n — 1 gl)
a/vn s/v/n

Figura 8: Diagrama de flujo para elegir el test. Primero pregunta qué pardmetro estimas.
Si es una media: jconoces o7 Si — z-test; no — t-test con n — 1 grados de libertad (usando
s). Si es una proporcion: z-test con el error estandar bajo Hy. (Para n grande, ¢t =~ z.)

Al no conocer o la estimamos con s, que también es aleatorio: anade una incertidumbre
extra. La t de Student tiene colas mds gruesas que la normal para reflejar ese “ruido
adicional”; asi que sus valores criticos son un poco més grandes (test mas conservador).
Cuando n crece, s se vuelve muy preciso, las colas se adelgazan y t,_; — N(0,1): por
eso con n grande “t ~ 2"
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6.3. Duda 3: juna cola o dos colas?

El nimero de colas lo decide H;

» H; con # (“difiere / cambia”) — dos colas: el a se reparte en ambos extremos
(/2 cada uno). Critico al 5 %: zpo75 = 1.96 (rechazas si |z| > 1.96).

» H; direccional (> o <) — una cola: todo el a va a un solo extremo. Critico al
5%: zo95 = 1.645 (rechazas si z > 1.645 para “>", 0 si z < —1.645 para “<”).

Verifica los niimeros: zyg7;5 = 1.96 (dos colas, deja 2.5% en cada extremo); zp95 =
1.645 (una cola, deja 5% en un extremo).

Dos colas: Hy : p # o Una cola derecha: Hy : pu > pyg

el

<

>

0

% no rechazo rechazo

e

«
—1.96 0 1.96 0 1.645
z z
Rechazo en ambos extremos; criticos +1.96 (a/2 =2.5% Rechazo en el extremo derecho; critico 1.645 (todo el
c/u). a=5%).

Ejemplo: el gasto promedio difiere de S/ 5007 Ejemplo: ;el programa aumenta el ingreso?

Una cola izquierda: Hy : p < po

]
<
=]
o=
n
=) no recha:
]
]
«
—1.645 0
z

Rechazo en el extremo izquierdo; critico —1.645 (todo el

a=5%).

Ejemplo: ;la nueva méaquina reduce el tiempo de espera?

Figura 9: Los tres casos de colas (test z al a = 0.05). Arriba izq.: dos colas, a/2 = 2.5%
en cada extremo, criticos £1.96. Arriba der.: una cola derecha, todo el 5% en el extremo
derecho, critico 1.645. Abajo: una cola izquierda, todo el 5% en el extremo izquierdo, critico
—1.645. Las pruebas de una cola tienen mads potencia en la direccién esperada, pero la
direccién debe fijarse antes de ver los datos.
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6.4. Duda 4: la RECETA paso a paso (checklist universal)

Checklist de 6 pasos para CUALQUIER prueba de hipdtesis

1. Plantear Hy y H;. Hy con el “=" (statu quo); H; con >, < o # (lo que quiero
detectar). Esto ya fija las colas.

2. Elegir el test y el nivel a. Usa la Figura 8: media con o conocida — z; media
con ¢ desconocida — t (n — 1 gl); proporcién — z. Fija o (comun 0.05).

estimacién — valor nulo
3. Calcular el estadistico con los datos:

error estandar

4. Hallar la regién critica (valor(es) critico(s)) o el p-valor.

5. Decidir: rechaza H, si el estadistico cae en la zona de rechazo (o si p-valor < «); si
no, no rechazas.

6. Interpretar en palabras y en el contexto: jhay evidencia del efecto?, ;de qué
tamano?, ;qué error podria estar cometiendo?

6.5. Duda 5: muchos demos, uno por tipo de prueba

A continuacién, un demo por cada caso, todos con la misma estructura: enunciado — Hy/H,
— test/colas — cdlculo — decision — interpretacion, con su grafico de regién de rechazo o
p-valor.

Ejemplo 6.1 (Demo A — z-test de DOS colas (o conocida)). Enunciado. Una méaquina
envasadora debe llenar bolsas de pp = 500 g. Se sabe por histérico que o = 8 g (conocida).
Una muestra de n = 40 bolsas da X = 503 g. ;La media difiere de 500 g? (o = 0.05.)

Paso 1 (Hy/H;). Hy: =500 vs Hy : u# 500 (“difiere” — dos colas).
Paso 2 (test). Media con o conocida — z-test, o = 0.05, criticos £1.96.
503 — 500 _ 3 ~ 937

8//40 1.2649 77
Paso 4-5 (decisién). |z| = 2.37 > 1.96 = rechazamos H,. p-valor = 2 (1 — ®(2.37)) ~
2(0.0089) = 0.0178 < 0.05.
Paso 6 (interpretacién). Hay evidencia (o = 5 %) de que el llenado medio difiere de 500
g (parece sobrellenar ~ 3 g). Conviene recalibrar.

Paso 3 (estadistico). z =

Ejemplo 6.2 (Demo B — z-test de UNA cola (¢ conocida)). Enunciado. Un programa de
capacitacion busca aumentar la productividad media, histéricamente jp = 50 unidades/dia
con o = 10 (conocida). Tras el programa, n = 64 trabajadores dan X = 52.5. {El programa
aumentd la media? (a = 0.05.)

Paso 1. Hy: p =50 vs H; : > 50 (“aumenta” — una cola derecha).

Paso 2. o conocida — z-test; critico de una cola zg g5 = 1.645.
52.5 — 50 2.5 90

10/V64 125
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cae en rechazo

densidad

196 0 1296, = 2.37
z (bajo Hy)

Figura 10: Demo A (dos colas). El estadistico zops = 2.37 cae en la cola derecha de rechazo
(rojo), méas alld de 1.96: rechazamos Hy.

Paso 4-5. z = 2.0 > 1.645 = rechazamos H,. p-valor = 1 — $(2.0) ~ 0.023 < 0.05.
Paso 6. Hay evidencia de que el programa subié la productividad media. Reportar también
el tamano (42.5 unidades) y su IC.

densidad

z (bajo Hy)

Figura 11: Demo B (una cola derecha). Region de rechazo z > 1.645 (rojo); el p-valor es el
area a la derecha de zops = 2.0 (d&mbar) =~ 0.023.

Ejemplo 6.3 (Demo C — t-test (¢ desconocida, n chico)). Enunciado. Probamos si el
rendimiento medio de un cultivo difiere de po = 30 qq/ha. Tomamos n = 10 parcelas y
obtenemos X = 32.4 y desviacién muestral s = 3.5 (¢ desconocida). (o = 0.05.)

Paso 1. Hy: p =30 vs H; : u # 30 (dos colas).
Paso 2. Media con o desconocida — t-test con gl =n —1 = 9. Critico tg 975 ~ 2.262.

Paso 3.t = 324 — 30 = 2.4 ~ 2.17.
35/v10 L1068

Paso 4-5. |t| = 2.17 < 2.262 = NO rechazamos H, (jpor poco!). El p-valor de dos colas
es ~ (0.058 > 0.05.

Paso 6. No hay evidencia suficiente (al 5%) de que el rendimiento difiera de 30. Ojo: con
n = 10 la potencia es baja; un n mayor podria detectar el efecto. Nota como el critico de la
t (2.262) es mayor que el de la normal (1.96): la t “castiga” no conocer o.
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tobs = 2.\ (NO entra)

densidad

—2.262 0 terit = 2.262

t (bajo Ho, 9 gl)

Figura 12: Demo C (¢ con 9 gl, dos colas). El estadistico tops = 2.17 se queda justo a la
izquierda del critico 2.262: no rechazamos. Las colas de la ¢ son mas gruesas que las de la
normal.

Ejemplo 6.4 (Demo D — pruecba de PROPORCION (z)). Enunciado. Histéricamente,
el pg = 60 % de los usuarios renueva su suscripcién. Tras una mejora, en n = 200 usuarios
renuevan 134 (p = 134/200 = 0.67). ;La proporcién supera 0.607 (o = 0.05.)

Paso 1. Hy : p=0.60 vs H; : p > 0.60 (una cola derecha).

Paso 2. Proporcion — z-test; SE bajo Hy: \/po(l —po)/n = \/0.6 -0.4/200 = +/0.0012 =

0.03464. Critico 1.645.
0.67—-0.60  0.07

= ~ 2.02.
0.03464 0.03464
Paso 4-5. z = 2.02 > 1.645 = rechazamos H,. p-valor = 1 — $(2.02) ~ 0.0217 < 0.05.

Paso 6. Hay evidencia de que la tasa de renovacién subid por encima del 60 % tras la mejora.

Paso 3. z =

densidad

0 14545 = 2.02
z (bajo Hy)

Figura 13: Demo D (proporcién, una cola). zops = 2.02 cae en la region de rechazo (z > 1.645);
el p-valor (d&mbar) ~ 0.022.

6.6. Dwuda 6: simular el nivel o como tasa de falsos positivos

El nivel a es la probabilidad de rechazar Hy cuando Hy es cierta. Eso se “ve” simulando:
0 0
generamos muchas muestras bajo Hy y contamos qué fracciéon rechaza. Debe rondar a.
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Simulacion: alpha como tasa de falsos positivos a la larga

set.seed(2026)

mu0 <- 100 # HO verdadera: la media poblacional ES 100
sigma <- 15

n <- 30

alpha <- 0.05

B <- 20000 # numero de experimentos (todos bajo HO)

# En cada experimento: muestrear BAJO HO y hacer un t.test de HO: mu = 100.
# Contamos cuantas veces rechazamos (falso positivo, porque HO es cierta).
rechaza <- replicate(B, {
x <- rnorm(n, mean = muO, sd = sigma) # datos generados con HO CIERTA
t.test(x, mu = mu0)$p.value < alpha # TRUE = rechazo = falso positivo

b
mean(rechaza) # . 0.05 ==> la tasa de falsos positivos coincide con alpha

# Cambia alpha a 0.01 o 0.10 y la tasa simulada seguira a alpha.

# Un unico t.test (para ver un p-valor concreto bajo HO):

X <- rnorm(n, mean = muO, sd = sigma)

t.test(x, mu = muO) # casi siempre NO rechaza (HO es cierta)

La salida mean(rechaza) cae cerca de 0.05: aunque Hj es cierta, en torno al 5% de los
experimentos la rechaza por puro azar. Eso es exactamente «: la tasa de falsos positivos
que aceptamos a la larga. Si bajas alpha a 0.01, la tasa simulada bajard a ~ 0.01 (menos
falsos positivos, pero a costa de menos potencia para detectar efectos reales).

6.7. Errores comunes al interpretar pruebas de hipétesis

Las pruebas de hipdtesis son faciles de ejecutar y faciles de malinterpretar. Estos cuatro
malentendidos son los mas costosos en la practica.

1) El p-valor NO es la probabilidad de que H, sea verdadera.

El p-valor es P(datos tan o més extremos | Hy cierta), no P(Hy cierta | datos). jSon cosas
distintas! El p-valor supone que Hj es cierta y mide qué tan raros serian los datos bajo ese
supuesto. No te dice la probabilidad de la hip6tesis (eso requeriria el enfoque bayesiano
y una probabilidad a priori). Confundir P(A | B) con P(B | A) es la falacia del fiscal
aplicada a la estadistica.

2) “No rechazar H,” # “aceptar / probar H,".

Ausencia de evidencia no es evidencia de ausencia. Si no encontraste un efecto, puede
ser que no exista o que tu muestra fue demasiado pequena para detectarlo. Reportar “no
hay evidencia de efecto” es correcto; “probamos que no hay efecto” es casi siempre falso.
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3) Significancia estadistica # importancia préactica.

Con un n enorme, hasta una diferencia mintiscula y sin relevancia (p. ej. subir el ingreso
en 0.50 soles) puede salir “significativa” (p < 0.05). Al revés, un efecto grande puede no
ser significativo si n es chico. Siempre reporta el tamano del efecto y su intervalo de
confianza, no solo el p-valor.

4) Mirar muchas hipétesis / “p-hacking” infla los falsos positivos.

Si pruebas 20 hipdtesis al a = 0.05 aunque todas sean falsas (no haya efecto), esperas
20 x 0.05 = 1 “descubrimiento” significativo por puro azar. Probar muchisimas variables
y reportar solo las que “salieron”, o seguir recolectando datos hasta que p baje de 0.05,
fabrica falsos positivos. Remedios: preinscribir las hipdtesis y corregir por comparaciones
multiples (p.ej. Bonferroni: usar a/m con m tests).

Si tiras una moneda justa 5 veces, sacar “5 caras” es raro (probabilidad 1/32 = 0.03). Pero
si mil personas lo intentan, que alguien saque 5 caras es casi seguro —y esa persona no
tiene una moneda magica. Buscar entre muchas hipdtesis hasta hallar una “significativa”
es exactamente eso: confundir el afortunado de turno con un descubrimiento real. Por
eso importa decidir qué vamos a probar antes de mirar los datos.

7. Errores, potencia y el rol de n

Toda decisién puede equivocarse de dos maneras.

Definicién 7.1 (Errores tipo I y II; potencia).

H, cierta H, falsa
No rechazar Hy correcto Error tipo IT (53)
Rechazar H, Error tipo I («) | correcto (potencia)

El error tipo I (falso positivo) tiene probabilidad « (el nivel de significancia). El error
tipo II (falso negativo) tiene probabilidad /5. La potencia (power) es

‘ potencia = 1 — 3 = P(rechazar H, | Hy falsa) ‘

la probabilidad de detectar un efecto que si existe.

a es la tasa de “falsas alarmas” (gritar “jhay efecto!” cuando no lo hay); 5 es la de
“efectos perdidos” (no detectar uno real). Hay un trade-off: bajar a (ser més exigente
para rechazar) sube 3 y baja la potencia. Elegimos o pequeno cuando el falso positivo
es el error més grave (p.ej. aprobar un tratamiento que no funciona).
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Cuatro casos para fijar la idea

Hj es siempre el “no pasa nada / statu quo”. Mira qué significa cada error en contextos
reales:

Contexto Hy (statu quo) | Error tipo I («): | Error tipo II (5):
rechazar Hy siendo | no rechazar Hy sien-
cierta do falsa

Justicia penal | el acusado es | condenar a un ino- | liberar a un culpable
inocente cente

Tamizaje mé- | la persona estd | alarmar/tratar a un | no detectar al enfer-
dico sana sano mo

Programa so- | el programa no | escalar algo que no | descartar algo que s7
cial (RCT) tiene efecto sirve (gasto inttil) funcionaba

Filtro de spam | el correo es legi- | enviar un correo | dejar pasar spam
timo bueno a spam

{Cual es peor? Depende del costo de cada error. En justicia, condenar a un inocente
(tipo I) se considera lo mds grave: por eso se asume “inocente hasta que se pruebe lo
contrario” (eso fija Hy = inocente) y se exige evidencia fuerte (o pequetio). En salud
publica, a veces el tipo II (no detectar) es peor y se acepta un « mayor.

Coémo subir la potencia

Para un « fijo, la potencia 1 — g aumenta cuando:

» el efecto verdadero es mayor (mas distancia entre Hy y la realidad);
1 i 2 dat idosos);
» la varianza o° es menor (datos menos ruidosos);

» el tamano de muestra n es mayor.
Al crecer n, las distribuciones de T bajo Hy y bajo H; se vuelven mas angostas y se
separan: se puede mejorar « y  a la vez. Por eso el calculo de potencia (power
calculation) —elegir n para garantizar cierta potencia— es clave al disenar experimentos
sociales (ensayos aleatorizados).

Ejemplo 7.1 (Calcular o y 8 con ntimeros). Sea T = X con X; iid N (u,0?), 0® = 4,
n = 25, asi que SE = o/y/n = 2/5 = 0.4. Probamos Hy : = 0 vs Hy : pp = 1, rechazando
si X > k. Bajo Hy, X ~ N(0,0.4%); bajo H;, X ~ N(1,0.4%). Para o = 0.05 el critico es
k =1.645-0.4 = 0.658. Entonces

asz>0&B““ﬂn:1—4@ﬁﬁ):1—%1&@:0%,

ﬁ:MX<0%mu=m:¢@WH>:@p@%mzowa

0.4

La potencia es 1 — § ~ 0.804. Si subiéramos n, SE caeria, § bajaria y la potencia creceria.

Ejemplo 7.2 (Demo aplicada: jfunciona un programa de tutorias?). Un municipio prueba
un programa de tutorias y mide el cambio promedio de puntaje en n = 100 estudiantes; se
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valor critico k

—— Hj (no hay efecto)
—— H; (sf hay efecto)

densidad

estadistico de prueba T'

Figura 14: Densidades del estadistico bajo Hy (azul, centrada en pg) y bajo Hy (verde,
centrada en ;). El valor critico k separa rechazo (a la derecha) de no rechazo. El drea roja
a la derecha de k bajo Hy es a (error tipo I); el drea ambar a la izquierda de k bajo H; es
S (error tipo II). La potencia es el resto bajo H; a la derecha de k. Al aumentar n, ambas
campanas se angostan y se separan: « y 8 bajan juntos.

sabe que o = 15 puntos. Plantea Hy : p = 0 (sin efecto) vs H; : p > 0 (mejora). Observa
X = 3.2 puntos.

= ;Qué seria cada error aqui? Tipo I: concluir que el programa funciona y escalarlo
(gastar presupuesto) cuando en realidad no sirve. Tipo II: archivar el programa cuando
si ayudaba a los estudiantes.
.y X-0 32
» Decisién: SE =o0//n=15/10=1.5; z = SE 15" 2.13. Como z = 2.13 > 1.645
(critico de una cola con o = 0.05), rechazamos Hy: hay evidencia de un efecto positivo.
El p-valor es 1 — ®(2.13) ~ 0.017 < 0.05.

Importante: rechazar Hy no prueba que el efecto sea grande ni que valga la pena; solo dice
que es poco probable verlo si el programa no sirviera. Hay que mirar también el tamano del
efecto (3.2 puntos) y su intervalo de confianza.

Ejemplo 7.3 (Demo accesible: control de calidad en una fabrica de tornillos). Una maquina
debe producir tornillos de longitud media iy = 20 mm. Por desgaste, puede “descalibrarse” y
empezar a producir tornillos més largos. Cada hora se toma una muestra de n = 36 tornillos
(se sabe ¢ = 0.6 mm) y se prueba Hy : u = 20 (maquina OK) vs Hy : p > 20 (descalibrada).
Si rechazamos, se detiene la linea para recalibrar.

. Qué es cada error aqui?

» Error tipo I (falsa alarma): parar una maquina que estaba bien. Costo: produccién
detenida y técnico movilizado en vano.

» Error tipo II (efecto perdido): no parar una méaquina que ya estaba descalibrada.
Costo: un lote entero de tornillos defectuosos.
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Niimeros. El error estandar es SE = o//n = 0.6/6 = 0.1 mm. Fijamos a = 0.05 (test de
una cola), asi que rechazamos si X > k con k = po + 1.645 - SE = 20 + 1.645(0.1) = 20.16
mm. Entonces

a=P(X >2016|p=20)=1- @(W) — 1 — ®(1.645) = 0.05.

Supongamos que, descalibrada, la maquina produce p; = 20.30 mm. La probabilidad de no
detectarlo (tipo II) es

B=P(X <20.16 | u = 20.30) = @(W) = ®(—1.40) ~ 0.081.

La potencia de detectar esa descalibracién es 1 — 3 =~ 0.92: un buen sistema de control. Si
la descalibracién fuera mas sutil (u; = 20.10, apenas por encima), la potencia caeria mucho
(1 — 5 =~ 0.26): los problemas pequenos son los més faciles de “perder”. La intuicién “falsa
alarma vs. efecto perdido” es exactamente el trade-off a vs. 5 que vimos en la Figura 14.

Dualidad CI <« test

Hay un puente directo: un test de dos colas al nivel a rechaza Hy : u = po si y solo st
o cae fuera del CI de nivel 1 — «. Por eso, mirar si un intervalo de confianza contiene
(0 no) el valor nulo equivale a hacer la prueba.

8. En R: simular la cobertura de un intervalo de con-
fianza
La interpretacion frecuentista del CI se “ve” muy bien por simulacién: generamos muchas

muestras de una poblacién con p conocido, construimos un CI en cada una, y contamos qué
porcentaje captura el verdadero p. Deberia rondar el 95 por ciento.

Simulacion de cobertura de un IC al 95% (t de Student)

set.seed(2026)

mu <- 2000 # media verdadera de la poblacion (la "verdad")
sigma <- 600 # desviacion verdadera

n <- 100 # tamano de cada muestra

B <- 10000 # numero de muestras (replicaciones)

# Para cada replicacion: sacar n datos, construir el IC al 95% (caso t),

# y verificar si el intervalo CUBRE mu.

cubre <- replicate(B, {
X <- rnorm(n, mean = mu, sd = sigma)
ic <- t.test(x, conf.level = 0.95)$conf.int # IC con s (sigma desconocida)
(ic[1] <= mu) & (mu <= ic[2]) # TRUE si cubre mu

1))
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mean (cubre) # . 0.95 (proporcion de intervalos que cubren mu)

# Tambien se puede a mano (sin t.test):
cubre2 <- replicate(B, {

X <- rnorm(n, mean = mu, sd = sigma)
xbar <- mean(x); s <- sd(x)
tcrit <- qt(0.975, df = n - 1) # cuantil t_{n-1, 0.975}

margen <- tcrit * s / sqrt(n)
(mu >= xbar - margen) & (mu <= xbar + margen)
b

mean (cubre2) # . 0.95 tambien

# Una sola prueba de hipotesis sobre HO: mu = 2000
x <- rnorm(n, mean = mu, sd = sigma)
t.test(x, mu = 2000)$p.value # p-valor: casi siempre > 0.05 (HO es cierta)

La proporcién mean (cubre) sale cerca de 0.95: de las 10 000 muestras, alrededor del 95 por
ciento produce un intervalo que si contiene al verdadero p = 2000, y cerca del 5 por ciento
falla —exactamente como en la Figura 5. Prueba a cambiar conf.level a 0.90 o 0.99 y
observa cémo cambia la cobertura (y el ancho de los intervalos).

Resumen de la clase
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Lo esencial de la Clase 6

» Evaluar estimadores: sesgo = E[f] — 0 (insesgado si = 0); varianza (entre inses-

gados, menor = més eficiente); MSE = sesgo’® + varianza; consistencia (971 — 0
en probabilidad).

» Compromiso sesgo—varianza: a veces un estimador con poco sesgo y mucha
menos varianza tiene menor MSE que uno insesgado y ruidoso.

» Derivar estimadores: método de los momentos (iguala momentos poblacionales
y muestrales; p.ej. A = X en Poisson); mdxima verosimilitud (maximiza L(6) =
[1f(z; | 0); p.ej. p = X en Bernoulli). E1 MLE es bueno asintéticamente pero
puede ser sesgado en muestras finitas.

» Intervalos de confianza: X + Z1_aj20/+/n (0 conocida) o X + tn1,1-a/2 /1
(o desconocida); zg975 = 1.96. La t es mas ancha (colas gruesas). Interpretacion: el
95 % se refiere al procedimiento, no a un intervalo dado.

» Pruebas de hipétesis: H, vs Hy; estadistico T'; nivel a; regién de rechazo (dos
colas +£1.96, una cola 1.645 al 5 %); rechaza si p-valor < a.

» Errores y potencia: tipo I («, falso positivo), tipo II (3, falso negativo), potencia
=1 — . Més n, menos ruido o mayor efecto = mas potencia. Dualidad Cl<>test.
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