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Niveles de dificultad (difficulty levels)

Cada problema esta rotulado por color segin su nivel, de lo més accesible (Nivel 1) a lo més
dificil (Nivel 5). Empieza por donde te sientas cémodo y avanza a tu ritmo; los niveles 4-5 son
extensiones para profundizar, no un requisito.

» B Nivel 1 — Fundamentos: calentamiento muy guiado; para quien parte de casi cero.
» M Nivel 2 — Ntcleo: el nivel objetivo del curso/examen.
» I Nivel 3 — Aplicacién: combina varias ideas en contexto realista.

= B Nivel 4 — Reto: dificil, integra varios temas.

« M Nivel 5 — Reto+: muy dificil / fuera del scope tipico.

Indicaciones

Resuelve los ejercicios de tu nivel; si terminas, sube al siguiente (ver la leyenda de arriba).
Recuerda la receta universal de 6 pasos: (1) plantea Hy/Hy, (2) fija «, (3) calcula el estadis-
tico, (4) obtén el valor critico o el p-valor, (5) decide, (6) interpreta en palabras. Cuantiles
utiles: zgg75 = 1.96, 2995 = 1.645, 2990 = 1.28, 2080 = 0.84. Antes de elegir férmula, pre-
gunta: juna o dos muestras? ;jmedia o proporciéon? ;o conocida? jpareado o independiente?
(ver la gufa maestra de decisién en la teorfa).

1. Problemas

Nivel 1 — Fundamentos (warm-up)

Para quien parte de casi cero: cdlculos directos y guiados.

Ejercicio 1.1 (Identificar Hy/H; y colas de una frase). Para cada pregunta, escribe Hy, H;
y di si la prueba es de una cola o dos:

(a)
(b) (El precio medio de un producto cambié respecto al ano pasado?
(c)
(d

. La tasa de reprobacién bajo tras un nuevo método de ensenanza?

. La velocidad de internet superd los 100 Mbps prometidos?

) ¢La proporcién de clientes satisfechos difiere de 80 %7
(e)

(f) (El tiempo de espera en el banco disminuyd tras contratar mas cajeros?

JEl nuevo fertilizante aumento el rendimiento por hectérea?

(g) {Dos métodos de ensenanza producen la misma variabilidad en notas?
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(h) ¢{La participacién en un programa social es distinta entre dos regiones?

Ejercicio 1.2 (Leer un valor critico). Con a = 0.05: (a) jcudl es el valor critico z para una
prueba de dos colas? (b) jy para una cola? (c) Con z.s = 1.80, jrechazas en una prueba de
dos colas? ;jy en una prueba de una cola derecha?

Ejercicio 1.3 (Calcular un estadistico z). Una fabrica de galletas afirma que el peso medio
por paquete es oy = 78 g, con 0 = 12 g (conocida). En n = 36 paquetes, X = 82 g.

(a) Calcula z = (X — pg)/(c//n).
(b) Con a=0.05y Hy : u # 78, jrechazas Hy?

Ejercicio 1.4 (Leer un p-valor de una figura sombreada). Un estadistico observado da
Zobs — 1.75.

(a) Calcula el p-valor de una cola (P(Z > 1.75)).
(b) Calcula el p-valor de dos colas.
(¢) Con a = 0.05, jen cudl de los dos casos rechazarias Hy?

Ejercicio 1.5 (;Pareado o independiente?). Para cada caso, di si el diseno es pareado o
independiente:

(a) Se mide el colesterol de 30 pacientes antes y después de un tratamiento.
(b) Se compara el ingreso medio de 50 trabajadores de la costa contra 50 de la sierra.
(c) Se mide el tiempo de reaccién de cada persona con la mano izquierda y con la derecha.

Ejercicio 1.6 (Conteo esperado en una tabla de contingencia). En una tabla 2 x 2, la fila
“Educacion superior” tiene un total de 80; la columna “Empleo formal” tiene un total de 90;
el total general es 200. Calcula el conteo esperado de la celda (Educacion superior, Empleo
formal) bajo independencia.

Ejercicio 1.7 (Reconocer la familia de prueba (sin resolver)). Para cada escenario, di solo
qué familia de prueba usarias (no lo resuelvas): (a) comparar la variabilidad de dos maquinas;
(b) comparar el ingreso promedio de un grupo tratamiento vs. uno control (RCT, grupos
distintos); (c) verificar si la distribucién de un dado coincide con un dado justo; (d) probar
si un puntaje promedio superd una meta fija, con o desconocida.

Nivel 2 — Ntcleo (core)

El nivel objetivo del curso/examen; todos deberian llegar aqud.

Ejercicio 1.8 (Test z completo, dos colas). Una linea de produccion llena botellas con una
media historica de py = 750 ml, 0 = 8 ml (conocida). En n = 64 botellas, X = 746.5 ml.
; Cambi6 el llenado medio? (o = 0.05.)
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Ejercicio 1.9 (Test ¢t completo, una cola). Un gimnasio afirma que sus clientes pierden en
promedio o = 25 h de suefio recuperadas... (contexto: en realidad, mide horas semanales de
ejercicio ganadas tras un programa, comparado con la meta puy = 25). En n = 22 clientes,
X =27.8, s = 6.5. {Se superé la meta? (a = 0.05, una cola.)

Ejercicio 1.10 (Test de proporcién). Histéricamente, po = 40 % de los postulantes aprueba
un examen de admision. Con un nuevo curso preparatorio, de n = 180 postulantes, 84
aprueban. ;Cambi6 la tasa de aprobacion? (« = 0.05.)

Ejercicio 1.11 (Dos muestras independientes, ¢ pooled). Se compara el puntaje de dos
secciones de un curso (grupos distintos de estudiantes): Seccion A (n; = 12): X; = 68.4,
51 = 7.2. Seccién B (ny = 14): X, = 64.1, s, = 6.8 (varianzas similares, usar pooled).
¢ Difieren los puntajes medios? (o = 0.05.)

Ejercicio 1.12 (Dos muestras pareadas). Se mide la ansiedad (escala 0-20) de 12 pacientes
antes y después de una terapia (mismos pacientes). Las diferencias (después—antes) son:
3,5,—1,4,2,6,0,3,5,4,2,3. ;Bajé la ansiedad? (a = 0.05, una cola.)

Ejercicio 1.13 (Dos proporciones independientes). En una encuesta, 64 de 320 jovenes
(p1 = 0.20) y 88 de 300 adultos (p2 = 0.293) declaran usar cierta red social a diario. ;Difiere
el uso entre grupos? (o = 0.05.)

Ejercicio 1.14 (Chi-cuadrado, bondad de ajuste). Un fabricante de dulces afirma que sus
4 sabores se producen en proporciones iguales. En una muestra de 180 dulces: 42, 58, 35, 45.
¢ Coincide con lo afirmado? (a = 0.05.)

Ejercicio 1.15 (Chi-cuadrado, independencia). Se cruza género (fila) con preferencia de un
producto nuevo vs. el de siempre (columna): mujeres 54 prefieren el nuevo y 26 el de siempre;
hombres 38 prefieren el nuevo y 42 el de siempre. ;Esta asociada la preferencia con el género?
(= 0.05.)

Ejercicio 1.16 (Reconciliar valor critico y p-valor). Con py = 100, o0 = 20 (conocida),
n = 49, X = 105: (a) calcula zo; (b) compara contra el critico de dos colas y decide;
(c) calcula el p-valor de dos colas y decide; (d) verifica que ambos caminos dan la misma
conclusion.

Nivel 3 — Aplicacion

Combina dos o mas ideas en contexto realista; consolida lo aprendido.

Ejercicio 1.17 (RCT: elegir entre pooled y Welch). En un experimento aleatorizado, el
grupo tratamiento (n; = 20) tiene X; = 72.5, s; = 9.0; el grupo control (ny = 22) tiene
Xy = 68.0, s = 9.5. (El tratamiento aumentd el puntaje? (o = 0.05, una cola.)

(a) Justifica por qué aqui es razonable usar ¢t pooled en vez de Welch.

(b) Realiza la prueba completa.
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Ejercicio 1.18 (Los mismos datos, dos disenos: antes/después vs. independiente). Se mide el
desempeno (escala 0-100) de 12 trabajadores antes y después de una capacitacion (mismos
trabajadores):

Antes | 30 55 42 68 50 60 35 65 40 58 45 62
Después | 34 59 45 73 54 63 40 69 44 61 50 65

(a) Analiza correctamente (pareado, pues son los mismos trabajadores). ; Mejor6 el desem-
peno? (a = 0.05, una cola.)

(b) Ahora trata los 24 nimeros como si fueran dos grupos independientes de 12. ;Qué
concluyes?

(c) ;Por qué cambia tanto la conclusién?

Ejercicio 1.19 (Encuesta politica: bondad de ajuste). Histéricamente, 4 partidos se repar-
tian 30 %, 25 %, 20 % y 25 % de la preferencia. En una encuesta reciente (n = 350): 88, 102,
75, 85. Cambié la distribucién de preferencias? (o = 0.05.)

Ejercicio 1.20 (Tabla 3 x 2: nivel educativo y empleo formal).
‘ Empleo formal Empleo informal

Primaria 25 75
Secundaria 55 45
Superior 70 30

. Esta asociado el nivel educativo con el tipo de empleo? (a = 0.05.)

Ejercicio 1.21 (F-test: variabilidad de dos lineas de produccién). Linea 1 (ny = 8): 53 = 3.2.
Linea 2 (ny = 13): sy = 1.8. ;Son igual de variables? (a = 0.05.)

Ejercicio 1.22 (Tipo I/II en tamizaje médico, versién numérica). Un test de tamizaje
declara “positivo” si un biomarcador supera un umbral k. Bajo ausencia de enfermedad,

el biomarcador es N'(100,20%/25) (es decir, ug = 100, 0 = 20, n = 25); bajo enfermedad,
N(115,20%/25). Con a = 0.05 (una cola derecha):

(a) Calcula el umbral k.
(b) Calcula g y la potencia (probabilidad de detectar la enfermedad si esta presente).

Ejercicio 1.23 (Elegir el test correcto: seis escenarios mezclados). Para cada escenario, di
qué prueba usarfas (test, y si aplica, pareado/independiente):

a) Comparar el gasto promedio de dos ciudades (grupos distintos de hogares).

(
(b

Ver si el mismo grupo de estudiantes mejora su nota tras un taller.

(
(d

)
)

c¢) Ver si el color favorito estd asociado con la regién de residencia.
) Probar si la proporcién de hogares con internet superé el 60 %.
)

(e) Comparar la variabilidad de tiempos de entrega de dos proveedores.
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(f) Probar si el ingreso medio de un distrito difiere de S/1500, con n = 15 y ¢ desconocida.

Nivel 4 — Reto

Dificil: integra varios temas en un mismo problema.

Ejercicio 1.24 (Derivar el tamano de muestra para una potencia objetivo). Se quiere de-
tectar un efecto A = 4 (sobre una variable con ¢ = 10) con potencia objetivo 1 — § = 0.90
y a = 0.05 (una cola).

(a) Escribe la férmula de n y los valores de z1_, ¥ 21— que necesitas.
(b) Calcula n (redondeando hacia arriba).

Ejercicio 1.25 (Welch vs. pooled con varianzas muy distintas). Grupo 1 (n; = 8): X, =
55.0, s; = 15.0 (muy disperso). Grupo 2 (ns = 30): Xy = 50.5, s = 4.0 (muy estable).

(a) Calcula el error estdndar y el estadistico con Welch.
(b) Calcula el error estandar y el estadistico con pooled (aunque no corresponde).
(c) Explica por qué pooled da una impresién enganosa aqui.

Ejercicio 1.26 (La trampa de los conteos esperados chicos). En una encuesta sobre un
evento raro, se clasifican 50 respuestas en 4 categorias con proporciones historicas 5 %, 10 %,

5%, 80 %; observado: 2,3, 1, 44.

(a) Calcula los conteos esperados de cada categoria.

b) Calcula 2 v el p-valor.

( x*yelp

(c) ;Por qué este resultado no es confiable, aunque el calculo sea correcto?

Ejercicio 1.27 (F-test como preludio a la regresién). Explica, en tus propias palabras, por
qué el estadistico F' (razén de dos varianzas) reaparecerda mas adelante como la prueba de
significancia global de un modelo de regresién. (Pista: piensa en “varianza explicada por el
modelo” vs. “varianza que sobra sin explicar”.)

Ejercicio 1.28 (Dualidad IC <> prueba, para dos muestras). Para el Ejercicio de dos mues-
tras independientes pooled (Secciones A y B, Niicleo), construye el IC del 95 % para p; — o
y verifica que la conclusion coincide con la prueba de hipétesis de dos colas.

Ejercicio 1.29 (Separar tres preguntas mezcladas). Un informe dice: “Queremos saber si el
ingreso medio de los beneficiarios superd el de los no beneficiarios tras el programa (mismos
hogares, medidos antes y después), si la distribucion de nivel de pobreza cambié respecto a
la historica, y si la variabilidad del ingreso es distinta entre zona urbana y rural.” Identifica
las tres preguntas y la prueba de cada una.
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Nivel 5 — Reto+

Muy dificil / fuera del scope tipico: demostraciones y casos limite.

Ejercicio 1.30 (Derivacién: 2% ~ x3?). Sea Z ~ N(0,1). Demuestra que Z? sigue una
distribucién x? con 1 grado de libertad, usando la funcién generadora de momentos (MGF)
o un cambio de variable directo sobre la densidad de Z.

Ejercicio 1.31 (El ¢ pareado como caso particular del ¢ de una muestra). Muestra formal-
mente que el test ¢ pareado es un test ¢ de una muestra aplicado a las diferencias d; = X;—Y;.

Ejercicio 1.32 (Bootstrap para dos muestras, sin supuesto de normalidad). Describe, con-
ceptualmente, cémo construirias una prueba de diferencia de medianas entre dos grupos
independientes usando bootstrap (remuestreo), sin asumir normalidad. ;Qué estadistico
remuestrearias y como obtendrias un p-valor?

Ejercicio 1.33 (Pooled y Welch coinciden cuando n; = ny y s1 = s3). Muestra algebraica-
mente que, si ny = ny =n y s; = s9 = s, el estadistico ¢ pooled y el estadistico t de Welch
son idénticos (y por lo tanto también coinciden sus grados de libertad).
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