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Dénde quedamos (Clase 4)

Variables aleatorias, en tres lineas

Una v.a. X es un nimero que depende del azar. Su PMF px(x) = P(X = x) reparte la masa; su
esperanza E[X] = >~ xpx(x) es el centro de masa. Regla del valor esperado:
E[g(X)] = >, 8(x)px(x). Linealidad: E[aX + b] = aE[X] + b.

Lo que usaremos hoy
® E[X?] # (E[X])? en general: la diferencia es la varianza de hoy.
¢ Indicadores: E[l4] = P(A) y E[X1 + -+ + Xa] = > E[X] sin independencia (sombreros: E[X] = 1).
® Condicionar (Clase 3): encoger el universo y renormalizar.

W
El salto de hoy
Pasamos de una v.a. a dos: la PMF conjunta, lo que significa que X e Y sean independientes, y por
qué la esperanza de una suma siempre se suma, pero la varianza solo a veces. Con esto se cierra la
Unit 4 y el material del Midterm 1. )
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i Qué veremos hoy? (Unit 4 — Lectures 6 y 7)

@ Varianza: cuanto se dispersa la masa

@® Propiedades de la varianza

© Condicionar una v.a. en un evento

@ Esperanza total y la geométrica sin memoria
@ PMF conjunta y marginales

@ Condicionar en una v.a. e independencia

@ Para pensar: tres preguntas

@ Cierre

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Varianza
@000

Contenido

@ Varianza: cuanto se dispersa la masa
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Varianza
0e00

Variance: promediar la distancia al cuadrado

Definicién Unidades y lectura
Con p = E[X], Si X esta en soles, Var(X) esta en soles?; ox
vuelve a soles: “la demora tipica se aparta o
Var(X) = (X N Z(X - (x) >0 minutos del promedio”

| A\

y la desviacién estandar es ox = /Var(X). iPor qué Catalogo
al cuadrado? Porque E[X — u] = 0 siempre: las

desviaciones se cancelan. v-a WpY Vet
Bernoulli(p) p ;()(1 ; p) :
) ) . Uniforme {a..b}  2t2 (b=a)(b=at2)
La férmula de calculo (the most important Bin(n, p) np np(1 20
formu/a) Geométrica(p) 2 p;zp

Bernoulli: X2 = X, asi que ]E[Xz] = py Var = p — p?. Maxima
en p = %

Var(X) = E[X?] — (E[X])?

Juego de la Lecture 5 (1,2,4 con 0,2;0,5; 0,3):
E[X] = 2,4, E[X?] =7, Var(X)—7—576—124

v
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Varianza
[e]e] 6]

Problema: misma media, distinta varianza

Problema

X es uniforme en {1,2,3,4,5}; Y vale 1 0 5 con probabilidad % cada uno; Z = 3 siempre. Las tres
tienen media 3. Calcula sus varianzas y ordénalas.

Piénsalo antes de pasar a la solucién.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Varianza
[eJe]e] ]

Solucién del demo: misma media, distinta varianza

Problema

X es uniforme en {1,2,3,4,5}; Y vale 1 0 5 con o
probabilidad % cada uno; Z = 3 siempre. Las tres
tienen media 3. Calcula sus varianzas y ordénalas. ) 0.2

Solucién

Var(X) =
l[(173)2+(2 3)2+0+(473)2+(573)2]:%’:2. 1
Var(Y) = 1(1-3)2 %(5 —3)2=4. Var(Z)=0.
Y pone toéa su masa a distancia 2 de la media; X 0.5
pone parte a distancia 0 y 1. La varianza vale 0 solo si
la v.a. es constante.

Error clasico: “tienen la misma media, asi que se

" . . ., 1 2 3 4 5
parecen”. La media no ve la dispersion.

Linea roja: ;= 3 en los tres casos. La varianza pondera cada

(x = 1)? por px(x).

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Propiedades
@000

Contenido

@ Propiedades de la varianza
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Propiedades
[e] lele}

Cambio de escala y de origen

Teorema Dos errores que valen puntos

® El +b no cuenta: Var(X + 3) = Var(X), no
Var(aX + b) = a® Var(X), Oax+b = |a| ox. | Var(X) + 3.
® El signo de a no cuenta:
Var(3 — 4X) = 16 Var(X), no —4 Var(X).
Una varianza nunca es negativa: si te sale —8, el
error es seguro.

Por qué, en dos pasos
* Y=X+bE[Y]=p+by

Y — E[Y] = X — p. Las distancias a la media y
no cambian: desplazar la masa no la dispersa.
° Y =aX: (aX — ap)? = (X — p)?. Las De dénde sale Var(X) = E[X?] — u?
distancias se estiran por |a|; sus cuadrados, E[(X —p)?] = E[X?] — 2uE[X]+ 1% = E[X?]— 12
> = = .
pora-. Consecuencia: E[X?] > (E[X])? siempre.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Propiedades
[e]e] e}

Problema: Var(3 — 4X), el +3 no cuenta

Problema

X es la demora (en minutos) de un bus, con Var(X) = 2. Una app cobra una penalidad C = 3 — 4X
(en soles). Calcula Var(C) y oc. ;Y si fuera C' =3 +4X?

Piénsalo antes de pasar a la solucién.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Propiedades

[e]e]e] ]

Solucién del demo: Var(3 — 4X), el +3 no cuenta

X: media 3, Var = 2

X es la demora (en minutos) de un bus, con I I I I I

Var(X) = 2. Una app cobra una penalidad 1 5

C =3 —4X (en soles). Calcula Var(C) y oc. iY si x| —4|
C =3 — 4X: valores —17,

fuera C' =3+ 4X7? ) s —1; Vang 32

1

1
Solucién :
Var(C) = (—4)2 Var(X) = 16 - 2 = 32 soles?;
oc = |*4|\ﬁ ~ 5,7 soles. Para C'=3+4X:lo Las barras se separan 4 veces mas (varianza X 16) y el +3 solo
mismo, Var(C’) = 32. El signo cambia la media
(E[C] = 3 —4E[X] frente a 3+ 4E[X]), no la dispersién.
Errores clasicos: —4 - 2 = —8 (negativa, imposible) o
16 - 2 4+ 3 = 35 (el +3 adentro).

—17 —1

las desliza.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Condicionar en un evento
@000

Contenido

© Condicionar una v.a. en un evento
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Condicionar en un evento
0@00

PMF condicional: encoger el universo y renormalizar

Definiciones (si P(A) > 0) Total expectation theorem
Si Ai,...,A, es una particién,
P({X = x} N A)
Px|alx) =P(X =x|A) = A E[X] = P(A)E[X | A].

E[X|A] = X X
XTA] = 2o xpxalx) Promedio ponderado de medias condicionales:

Var(X | A) = E[X?| A] — (E[X| A])2 cada rama aporta su media, pesada por su
Px | A es una PMF de verdad: todo lo que vale para poselilihe. J
una PMF vale para ella. )
Error clasico
Ejemplo de la Lecture 6 Promediar las medias condicionales sin pesos
“(4+12)/2"). L i l.
X uniforme en {1,2,3,4}, A= {X > 2}: px |4 = % ("(4 +12)/2"). Las ramas no pesan igua
en {2,3,4}, E[X | A] = 3,
Var(X |A) = 2[1+0+1] = 2 (antes: 2,5y 2).
v
C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Condicionar en un evento
[e]e] le)

Problema: un dado, dado que salié par

Problema

X es un dado justo. Te dicen que sali6 par. Calcula px|a, E[X|A] y Var(X|A). Compara con
E[X] =35y Var(X) = £.

Piénsalo antes de pasar a la solucién.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Condicionar en un evento
[e]e]e] )

Solucién del demo: un dado, dado que salié par

Problema

X es un dado justo. Te dicen que salié par.
Calcula px | a, E[X | A] y Var(X | A). Compara
con E[X] =35y Var(X) = %

12°

Solucién
={2,4,6}, P(A) = % Para x par,
pX|A(x) 1/6 = %; para x impar, 0.
E[X | A] = %(2+4+6) =4, IE[X2 | A] = 4418430
Var(X | A) = % — 16 = & ~ 2,67.

La informacién mueve Ia media (de 3,5a4)yaqui
reduce un poco la dispersién.

Error clasico: responder 3,5 (ignorar A) o no dividir
entre P(A).

C. Lazo
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Se borra la masa fuera de A y la que queda se reparte

proporcionalmente: de % a %

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Esperanza total y geométrica
@000

Contenido

@ Esperanza total y la geométrica sin memoria
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Esperanza total y geométrica
0e00

La geométrica no tiene memoria

Memorylessness Esperanza total en una agencia bancaria
X = lanzamientos hasta la primera cara, 70 % de clientes: operacién simple, 4 min en promedio;
px(k) = (1 — p)*~tp. Dado X > n (los primeros n fueron 30 %: compleja, 12 min.

sello), X — n vuelve a ser geométrica con el mismo p:
E[T]=0,7-4+0,3-12=28+ 3,6 = 6,4 min

07 E[T | Ay] = 4
Por qué: arranque fresco (fresh start)

0,3 compleja
PX—1—3|X > 1) PR T2TsHy)

P(T1)

P(X —n=k|X > n) = px(k) No (4 +12)/2 =8

P(X > n+ k| X > n) =P(X > k) = (1 - p).

(1—p)’p _ (1-
1-p

Los lanzamientos son independientes: la moneda no se

acuerda de los fracasos. “Ya le toca salir’ es la falacia del

Jjugador.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Esperanza total y geométrica
[e]e] le)

Problema: E[X] = 1/p en dos lineas, y “ya van tres sin seis”

Problema

(a) Usa la esperanza total y la falta de memoria para hallar la media de la geométrica sin sumar series.
(b) Lanzas un dado hasta el primer 6 y ya van 3 sin 6: jcuantos lanzamientos esperas en total?

i Cuanto vale P(X =5|X > 3)7

Piénsalo antes de pasar a la solucién.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Esperanza total y geométrica
oooe

Solucién del demo: E[X] = 1/p en dos lineas, y “ya van tres sin seis”

ya van 3 sin 6

Problema

lo que queda es la misma

(a) Usa la esperanza total y la falta de memoria para hallar la
media de la geométrica sin sumar series. (b) Lanzas un dado
hasta el primer 6 y ya van 3 sin 6: jcuantos lanzamientos
esperas en total? jCuanto vale P(X =5|X > 3)?

px (k)

0,1 geométrica, corrida 3 lugare

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Solucién
.. . . k (lanzamiento del primer 6)
(a) Particion por el primer lanzamiento: cara (p) o sello (1 — p).

EX]=p-14+(1-p)(1+EX-1]X>1])
R e ——

Las barras verdes, renormalizadas, son exactamente px(k — 3).

=E[X] (sin memoria)

Despejando: E[X] =1 + (1 — p)E[X], luego pE[X] =1y
E[X] = %. (b) Los que faltan son geométricos con media 6:
E[X|X>3]=3+6=9.Y
P(X=5|X>3)=P(X-3=2)=2.1=2

5

Error clasico: P(X =5) = (5)4%, que ignora lo que ya pasé.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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PMF conjunta
@000

Contenido

PMF conjunta y marginales
J] Y g
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PMF conjunta
[e] lee)

Joint PMF: la tabla, las marginales y el relieve en 3D

px,y(x,y) =P(X =xy Y =y)

y la masa total es 1: 3 3" px,v(x,y) = 1. Marginales:
px(x) = 3, px,v(x,y) (sumar la columna) y
py(y) = >, px.v(x,y) (sumar la fila).

la masa total es 1: suma de las 16 barras

Regla del valor esperado y linealidad
Elg(X,Y)=>_> &xy)pxy(xy)
x y

Con g = x + y la doble suma se separa:
E[X + Y] = E[X] + E[Y] sin ninguna hipétesis.

CUIdadO Sobre cada par (x, y) se levanta una barra de altura px y(x, y). Las 16
La conjunta determina las marg]na|es_ Las marginales no barras suman 1. Aplastar el relieve contra una pared da una marginal.
determinan la conjunta.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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PMF conjunta
[e]e] le)

Problema: la tabla conjunta de la Lecture 6

Problema
Con la tabla (celdas en veinteavos), calcula px,v(1,3), px(4), pv(2), P(X = Y), E[X] y E[Y].

Piénsalo antes de pasar a la solucién.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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PMF conjunta
oooe

Solucién del demo: la tabla conjunta de la Lecture 6

Y |12 3 4| pr(y)

Problema 4 Iz 2z g 5

20 20 20 20

Con la tabla (celdas en veinteavos), calcula 3 2 4 1l 2 2

px,v(1,3), px(4), pv(2), P(X = Y), E[X] y 2 o0 L 3 1| 3

]E[Y] 210 20 20 210

e SETE &

_ Px(x) | 35 26 26 36 1
Solucién

la masa total es 1: suma de las 16 barras
® px,v(1,3) = %: una celda.
® px(4)=04+2+140= 2%: la columna x = 4.
® py(2)=0+1+43+1=2:lafilay=2
— _ 041+140 _ 2. .

® P(X =Y) =557 = 55: la diagonal.
° E[X] — 3+16+38+12 — % — 2’45;

E[Y] — 1+1042»§7+20 — 2’9

Error clasico: confundir una celda (px,y) con una
suma de fila o columna (marginal).

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Independencia
@0000

Contenido

@ Condicionar en una v.a. e independencia
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Independencia

[e] le]e]e}

PMF condicional dada una v.a. e independencia

Conditonal PHIF (5 py () > 0)

X, =
ox v (x| y) = Bxxty) px.v(x,y) = px(x) pv(¥)
pv(y) .
) para todos los pares (x,y). Equivale a
Receta: tomar la fila y y dividirla entre su suma. px | v(x|y) = px(x): saber Y no cambia la PMF
Esperanza condicional: de X.

v

E[X|Y =y] =3, xpx|v(x|y), un nimero que

depende de y. y Cémo se decide

Para afirmarla: comprobar todas las celdas. Para

D n nci .
0s consecuencias refutarla: basta una que falle. Atajo: una celda

® Regla de multiplicacion: en 0 con marginales positivas ya la refuta.
PX,y = PY Px|y = PXPy|x-
° E?&Ta";mtaé: VE[X | Y = y] (particis Con la tabla de la Lecture 6
= py(y = y] (particién por
el valor deyY). px,v(1,1) = 0 pero px(1)py(1) = & - 25 # 0:

no son independientes.

v

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Independencia
[e]e] Tele]

Independencia, esperanzas y varianzas

Lo que vale siempre Por qué (medias cero)

E[X + Y] = E[X] + E[Y]
Var(aX) = a°Var(X),  Var(X + b) = Var(X). )

Var(X+Y) = E[(X+Y)?] = E[X*]-2E[XY]+E[Y?].

El término cruzado 2E[XY] se anula con
independencia (E[XY] = E[X]E[Y] = 0). Sin
ella, puede sumar o restar: es lo que la
E[XY] = E[X]E[Y] dependencia agrega a la dispersion.
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)
y también Elg(X)h(Y)] = Elg(X)]E[A(Y)].

Lo que vale solo si X e Y son independientes

La frase para memorizar

La esperanza de una suma siempre se suma. La
. . . varianza de una suma (y la esperanza de un
Varianza de la binomial producto) solo con independencia.
X =h +---+ I, con indicadoras independientes,
cada una Bernoulli(p): Var(X) = np(1 — p).

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Independencia
[e]e]e] o]

Problema: Var(X + Y) con Y = X, Y = —X e independientes

Problema (Lecture 7)

Var(X) = Var(Y) = 1. Calcula Var(X + Y) en tres casos: (i) Y = X; (i) Y = —=X; (iii) X e Y
independientes. Y Var(X — 3Y) si son independientes.

Piénsalo antes de pasar a la solucién.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Independencia

[e]e]ee] }

Solucién del demo: Var(X + Y) con Y = X, Y = —X e independientes

Problema (Lecture 7) 4
Var(X) = Var(Y) = 1. Calcula Var(X + Y) en tres E 3
casos: (I) Y =X; (i) Y==X; (ii) Xe Y x L porve=z 2
independientes. Y Var(X —3Y) si son independientes.) g

1
Solucién oL o ;

Y = =X  independientes Yy=X
(i) X + Y =2X: Var(2X) = 4Var(X) = 4. (ii)
X+Y =0:Var=0. (iii) Var(X) + Var( Y) = 2. Mismas varianzas marginales; la varianza de la suma va de 0 a
Independientes: 4 segiin la dependencia.
Var(X —3Y) = Var(X) + (=3)?Var(Y) = 1+9 = 10 (no
1-3=-2).
Error clasico: responder 2 en (i) o (ii). “Sumar varianzas”
necesita independencia; la dependencia positiva amplifica
y la negativa cancela. )
C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
9000000000000 00

Contenido

@ Para pensar: tres preguntas
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Para pensar
O®@0000000000000

Para pensar (1): la tabla conjunta, condicionada

yx |12 3 4| pvly)
Pregunta 1 2 I 2 2z g 5
20 20 20 20
Con la tabla conjunta de la Lecture 6 (celdas en 3 2 4 1 2 9
. 20 20 20 20 20
veinteavos): 2 o L1 3 1 5
20 20 20 20
© Halla px|y(x|2) para x =1,2,3,4y 1 0 2—10 0 0 ?10
=2]. 3 8 6 3
E[X|Y ] _ px(X) | 36 325 35 3% 1
® ;Son X e Y independientes? Justifica con una
celda.
® Condicionaen C ={X <2, Y >3}. ;Son
independientes dentro de C?

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
0O0@000000000000

Solucién 1 (1/4): la fila y = 2, renormalizada

Paso 1: aislar la fila

S 0.6
.« . E 0,4
Condicionar en Y = 2 es quedarse con la fila y =2 >
de la tabla: (0, 1, 3, 1) en veinteavos. Su suma es & o2 o
Sl _ 0414341 _ 5 o
la marginal: py(2) = 5= = 5. ) :
X
PaSO 2: leIdIr entre |a suma La fila (0,1, 3, 1) conserva su forma; solo cambia la escala.
_ pxv(%2) _ (0,1,3,1)/20 Paso 3: la media condicional
px|v(x]2) = =

py(2) 5/20

E[X|Y =2]=10+2-1+43-244.1 = 24344 3
= (0, 13 ;) para x = 1,2,3,4.
Compara con E[X] = 2,45: saber que Y =2

Comprobacién: 0+ £ + 2 + 1 = 1. Es una PMF en sube la media de X.

x. Error clasico: reportar la fila sin dividir (la
conjunta), que no suma 1.

C. Lazo
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Para pensar
O00@00000000000

Solucién 1 (2/4): jindependientes? Basta una celda que falle

Qué habria que comprobar

px,v(x,y) = px(x) pv(y) en las 16 celdas. Para
refutarla basta una que falle.

La celda (1,1)

px,v(1,1) =0, pero
px(1) py(1) = 56 26 = 305 7 O-

No son independientes.

Atajo

Celda en 0 con marginales positivas = no hay
independencia. Aqui sirven las cinco celdas con 0.

C. Lazo

Clase 5 . Varianza y miiltiples v.a.

La misma conclusién, en lenguaje de

condicionales

_px,y(l,l)_ 0 _
P = =5 Gy = 176 =

mientras que px(1) = %. Saber que Y =1
cambia la PMF de X: de hecho la obliga a valer
2. Eso es exactamente dependencia.

y\x | 1 2 3 4 | py(y)
1 2 2 5
4 % 30 30 O 2
3 2 2 1 2 Il
20 210 230 210 250
2 0 6 3 20| 3
1 o L o o] X
3 8 6 3
Px(x) | 35 26 2 20 1

2
La celda (1,1) es 0 aunque px(1) > 0y py(1) > 0.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
O000@0000000000

Solucién 1 (3/4): las medias condicionales lo confirman

Si fueran independientes. . .

Chequeo con la esperanza total

. todas las filas tendrian la misma forma
(px|v(-|y) = px) y todas las medias
condicionales valdrian E[X] = 2,45.

Fila por fila (dividir entre py(y))
e y=1:1ila (0,1,0,0), E[X|Y =1]=2.
o y=2:fila(0,1,3,1)/5 E[X|Y =2] =3
(paso anterior).

o y=23:fila (2,4,1,2)/9,
E[X|Y =3] = 285348 _ 2L x 933

* y=4:fila(1,2,2,0)/5,
E[X|Y =4] =138 =2 —22

Cuatro medias distintas: la fila si depende de y.

C. Lazo

Clase 5 . Varianza y miiltiples v.a.

E[X] =2, pr(y) E[X|Y = y] tiene que

49.
devolver 35:
1.5y 5.3,0 21,5 11 _ 2415421411 _ 49
3621t 3tn Tt 5 = 20 =3V

EX|Y =y]

Con independencia, las cuatro barras estarian a la altura de la

linea roja.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
0000080000000 00

Solucién 1 (4/4): dentro de C = {X < 2, Y > 3} si son independientes

2 y\x | 1 2] py|c
Paso 1: quedarse con el bloque y renormalizar 2 T 2 1
0 9 9 3
Las cuatro celdas de C tienen masa 2,4,1,2 3 2 4 2
(veinteavos); P(C) = 5=. Dividiendo cada celda - 3
entre o: pxic | 3 3 1

(1,3) >3, (23)—35 (L4 =35 (24) =3  Paso 3: comprobar las cuatro celdas

v o 2.2=%, 1.1

122
11 %,

3°3

Columnas: px | c(1) = 2 + % _ %’ Dentcrlo de (I.; Xde Y s;l)n independientes
t t).
px|c(2) = 9+§2:§_4 ) (conditionally independent) )
FIlaS py‘c(?)) § 9 = 3
pric(#)=3:+5=13 Moraleja

La independencia depende del universo. Dentro
de C las filas (2,4) y (1,2) son proporcionales:
eso es ser independientes.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
O00000e00000000

Para pensar (2): mismas marginales, jmisma conjunta?

Pregunta 2

Dos monedas justas, X, Y € {0,1} (1 = cara). Se proponen tres tablas conjuntas:
(i) % en cada una de las cuatro celdas;

(i) 2 en(0,0)y % en(1,1);
(i) 3 en (0,1)y 3 en (1,0).
@ Verifica que las tres tienen las mismas marginales.
® Calcula E[X 4 Y] en los tres casos.
® Calcula E[XY] y Var(X + Y) en los tres casos. { Qué cambié y qué no?

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
0000000800000 00

Solucién 2 (1/4): las marginales son idénticas

Sumar fil columnas en cada tabla

Lo que las tablas dicen que no se ve en

@Wy\x| o 1]|py Mx| o 1]py las marginales
1 PN 1 o 1|3 ® (i) Las celdas son el producto de las
0 i 1 i 0 1 0 i inal 1.1 _ 1),
g 3| : 01> marginales (5 - 5 = 7):
Px 5 3| 1 PX 5 3 | 1 independientes. Dos monedas
([i)y\x | 0 1 | py distintas.
1 1
é g (1) 2 ® (i) Y = X siempre: la misma moneda
—3 % vista dos veces.
Px 3 3
— b e (jii) Y =1 — X siempre: la segunda es
la opuesta de la primera.
Conclusién del paso 1 -
En las tres, px = py = (%, %) dos monedas justas. Por Moraleja parcial
separado, X e Y son indistinguibles en los tres casos: Conocer X e Y “por separado” no es
E[X] =E[Y] = 1y Var(X) = Var(Y) =1 .1 =1 PRl S
2 2 2 4 ) conocer el par. Las marginales no
determinan la conjunta.
W
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Para pensar
00000000 @000000

Solucién 2 (2/4): la esperanza de la suma no ve la dependencia

Por linealidad, sin mirar la tabla Pero la PMF de S = X + Y si cambia

E[X + Y] =E[X]+E[Y]=3+1=1 ps(s) [ s=0 s=1 s=2
(i) independientes 1 % 1
en los tres casos. La linealidad solo usa las (i) Y =X % 0 %
marginales; por eso da lo mismo en (i), (ii) y (iii). (i) Y =1-X 0 1 0
v
Comprobacion celda por celda (regla del valor Lectura
esperado) Tres PMFs distintas con el mismo centro de
e (i): masa 1: una en el medio, una en los extremos,
0+ 0)% +(0+ 1)% (1+ 0)% (1+ 1)% = una concentrada. Ya sabemos cémo distinguirlas:
% =1. por la varianza.
V.

o (i) (0+0)z+(1+1)3=1
e (iii): (0+1)3 +(1+0); =

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
0000000008000 00

Solucién 2 (3/4): E[XY] y Var(X + Y) si ven la dependencia

E[XY]: solo la celda (1,1) aporta

XY =1 Gnicamente cuando X = Y =1, asi que
E[XY] = px,y(l, 1):

OF S) %7

Compara con E[X]E[Y] =
en (i), el caso independient

(iii) 0.

1 1.
55 = z: coincide solo
e.

Lectura

En (ii) el producto vale 1 con el doble de frecuencia
que “si fueran independientes”; en (iii) nunca vale
1. E[XY] si mira la tabla completa.

C. Lazo
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Var(X 4+ Y) con la PMF de S = X + Y (slide

anterior)
E[S] =1 en los tres casos, asi que
Var(S) = E[S?] - 1:
()IE[SZ]—O 141144223
Var(S) = 3 = Var(X) —|— Var(Y).
e (ii) E[Sz] =0-2+4-1=2
Var(§) =1= Var(2X) =41
e (i) E[S’]=1-1=1, Var(S)=0:Ses
constante. )
—~ 1
S 1
T
X os °°
>“’ L
o
0 : :
(iii) Y =1 — X (i) indep. (i) Y = X

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar
0O000000000e0000

Solucién 2 (4/4): el culpable es el término cruzado

La identidad general Lo que cambié y lo que no

No cambié: las marginales, E[X], E[Y] y
Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)+2(E[XY]-E[X]E[Y]) E[X + Y].

) ) Cambi6: la PMF de la suma, E[XY] y
Con Var(X) = Var(Y) = 7 y E[X]E[Y] = 3: Var(X + Y).

° (i) 2+1+42(2-1) = 3: término cruzado nulo.
a

Sumar varianzas solo fue valido en (i).
® (i) 3 +2(3 — %) = L: la dependencia positiva

lifica. .
ampitica Moraleja de la pregunta 2
® (iii) £ +2(0 — ;) = 0: la dependencia negativa ] ] ]
cancela Las marginales dicen cémo es cada variable

sola. La conjunta dice, ademas, cémo se
mueven juntas. La linealidad de E no necesita
lo segundo; la varianza de la suma, si.

Ese paréntesis se llamara covariance en la Clase 8.
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Para pensar
00000000000 e000

Para pensar (3): los sombreros, ahora con varianza

Pregunta 3

n personas dejan su sombrero en una caja y cada una saca uno al azar (todas las asignaciones son
igualmente probables). X = nimero de personas que recuperan su sombrero. En la Clase 4 vimos que
E[X] = 1 para todo n.

©® Escribe X = I, +--- + I, y calcula E[/?] y E[/:];] para i # j.
@ Calcula E[X?] y Var(X).

© (Qué daria “sumar las varianzas de las I;"? jPor qué no es la respuesta?

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar

00000000000 0e00

Solucién 3 (1/3): indicadoras y lo que ya sabiamos

Las indicadoras Los productos cruzados

I; = 1 si la persona i recupera su sombrero, 0 si no. Iili =1 solo si ambas personas aciertan. Por la
Entonces X = h + -+ + I,. regla de multiplicacién:
1 1 1 1
(h=1) o (/] ; E[il] =P =1)P( =1|1 =1) —
(hay n sombreros posibles para la persona i1y uno Si la persona i ya tiene el suyo, a j le quedan
es el suyo). Clase 4: E[X] = > E[l] =n- : =1, n — 1 sombreros y uno es el suyo.
sin independencia. ) 7
Ojo
Los cuadrados
) s > 72 = E[L]E[}]: las indicadoras no son
Como /; solo vale 0 0 1, I7 = i y independientes. Que una persona acierte hace un
) 1 poco mas probable que otra acierte (hay menos
E[l7]=E[i] = n sombreros ajenos circulando).
y v
C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Solucién 3 (2/3): E[X?] con sus términos cruzados

Para pensar

0000000000000 e0

i#J
~——

n términos n(n—1) términos

X=(TH)'= SF+ Th

Hay n cuadrados y n(n — 1) productos con i # j
(cada par ordenado).

Elevar la suma al cuadrado

Tomar esperanza (linealidad: vale siempre)

EX?]=n-2+n(n-1) oty =1+1=2

C. Lazo

E[/;lj], conn=5

diagonal: n - % =1

fuera: n(n — 1) - ﬁ =1

La varianza

Var(X) = E[X?] — (E[X])>’=2-1=1

para todo n > 2.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Para pensar

0000000000000 0e

Solucién 3 (3/3): por qué no se pueden sumar las varianzas

Cada /; es Bernoulli( ): Var(l;) = 7( — %)

Sumando las n: ), Var( i) =
n = 50). Es la varianza de una Bin(n,

1):n

1——(pej 0,98 con

intentos

independientes. Pero los aciertos no lo son.

Lo que daria “sumar varianzas”

v

El caso n = 2 lo muestra sin férmulas

Dos personas: o ambas aciertan o ninguna.
I, =1 obliga a >, = 1. Dependencia total.
X €{0,2} con prob. : E[X] =1,

Var(X) = 2(1)+ (1) =1. v

La diferencia esta en los términos cruzados

Var(X) = 32, Var(li) + 32, (E[li1]] -

~(1-2) o=y - 3) =1

E[L1E[1])

+1=1

n

v

C. Lazo

Resumen de la pregunta 3

® E[X] =1y Var(X) =1 para cualquier n: ni
la media ni la dispersion crecen con el grupo.

® La esperanza se obtuvo por linealidad (sin
independencia); la varianza necesit6 los
E[l;];], porque sumar varianzas exige
independencia.

® Media 1y varianza 1 es la huella de una
Poisson(1): lo veremos mas adelante.
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Contenido
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Cierre
0e00

ot de repaso (Clase 5)

Jugamos ahora

10 preguntas sobre varianza, condicionamiento, PMF conjunta e independencia: Var(aX + b), misma
media distinta varianza, dado par, marginales y condicionales de una tabla, esperanza total, geométrica
sin memoria, Var(X + Y) con dependencia, mismas marginales y los sombreros con varianza. Las 3
primeras son de calentamiento (30 s); el resto, de 1 a 1,5 min. Unos 10 minutos.

® Cada pregunta tiene una trampa: el error clasico esta entre las opciones.
® Antes de responder una varianza: j me salié negativa o con un +b adentro?
® Al condicionar: jdividi entre P(A) o py(y)?

® Antes de sumar varianzas o factorizar E[XY]: jcomprobé la independencia?

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Cierre
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Resumen de la Clase 5

Lo que hay que saber hacer

@ Calcular Var(X) = E[X?] — (E[X])? y aplicar Var(aX + b) = a*® Var(X) (el +-b y el signo de a no cuentan;
nunca negativa).

® Reconocer las varianzas del catalogo: p(1 — p), %, np(1 — p), i

£.
©® Condicionar una v.a.: tomar la fila y renormalizar; usar la esperanza totafcomo promedio ponderado de
medias condicionales.
0 Usar la falta de memoria de la geométrica (E[X] = 1/p en dos lineas).
@ Leer una tabla conjunta: celdas, marginales (sumar filas/columnas), condicionales (dividir), E[g(X, Y)].
@ Decidir independencia (px,y = pxpy en todas las celdas) y saber que E[XY] = E[X]E[Y] vy
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) solo valen con ella.
@ Calcular varianzas de conteos con indicadoras y sus términos cruzados.

Siguiente clase (Clase 6)

Unit 5: variables aleatorias continuas, densidades (PDF), la normal y el condicionamiento continuo. Todo lo de
hoy, cambiando sumas por integrales.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS

Clase 5 - Varianza y m .a. 46 / 47



jGracias!
Clase 5 — Varianza, condicionamiento y maltiples v.a. discretas (6.431x, Unit 4)
&3 clazoq@uni.pe - @ linkedin.com/in/cristian-lazo-quispe - €) github.com/CristianLazoQuispe

BREIT (Brescia Institute of Technology) - Aporta — Grupo Breca - en alianza con MIT IDSS
Basado en MIT 6.431x / MIT OCW RES.6-012 (Bertsekas & Tsitsiklis), CC BY-NC-SA 4.0.


mailto:clazoq@uni.pe
https://www.linkedin.com/in/cristian-lazo-quispe/
https://github.com/CristianLazoQuispe

	Varianza: cuánto se dispersa la masa
	Propiedades de la varianza
	Condicionar una v.a. en un evento
	Esperanza total y la geométrica sin memoria
	PMF conjunta y marginales
	Condicionar en una v.a. e independencia
	Para pensar: tres preguntas
	Cierre

