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Dénde quedamos (Clase 6)

Variables continuas, en tres lineas

La densidad fx reparte la masa sobre la recta: las probabilidades son areas y fx puede valer mas que 1.
Condicionar en un evento es recortar y renormalizar (fx /P(A)). La conjunta fx,y es una superficie; la marginal se
obtiene integrando la franja con los limites de la regién.

Lo de hoy: tres preguntas que la Clase 6 dejé abiertas

® ;Qué significa condicionar en Y = y si P(Y = y) = 0?7 La densidad condicional f|y: cortar la conjunta en
una rebanada y renormalizar.

® ;Cuando X e Y son independientes? Cuando fx,y = fxfy en todo el plano. Con eso, |a regla de Bayes
funciona igual con densidades: inferir un parametro continuo (el sesgo de una moneda) a partir de datos.

® Si conozco fx, jcual es la densidad de Y = g(X)? Distribuciones derivadas: el método de la CDF (siempre
funciona) y la férmula del caso monétono (cuando se puede).

Cémo trabajaremos hoy

Primero la teoria de cada seccién con ejemplos simples; al final, cinco problemas dificiles: el enunciado (lo
desarrollamos juntos en la pizarra) y después la solucién escrita paso a paso.
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iQué veremos hoy? (Unit 5 — Lecture 10 - Unit 6 — Lecture 11)

@ Condicionar en una variable aleatoria

@ Independencia de variables aleatorias continuas

© La regla de Bayes en cuatro versiones

@ Distribuciones derivadas: funciones lineales y el método de la CDF
@ EI caso monétono, el no monétono y funciones de varias variables

@ Cinco problemas para resolver juntos

@ Cierre

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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@ Condicionar en una variable aleatoria
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Condicional
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La densidad condicional fx|y: cortar la conjunta y renormalizar

== = rebanada fyv(0,2.y), drea 0,8
— fay102)=

Definicién

075

Para y con fy(y) > 0,

05

densidad

fx,v (x,¥)
f; X = =7
x 1 v(x]y) ()
Con y fijo es una densidad en x: [ fx|y(x|y)dx =1.Es la .
rebanada de la superficie fx,y en Y = y, dividida entre su ° o2 ’ v z

area fy(y).

x+,

fx,y = Ty en [0,1] X [0,2]. La rebanada en x = 0,2 tiene 4rea

fx(0,2) = 0,8; dividida entre 0,8 es fy | x(y[0,2) = 0’22%, de area 1.

Las mismas reglas de la Clase 5, con integrales .. .
o g & i Condicionar en un evento de probabilidad cero?
® Multiplicacién:

fx,v(x,y) = fr(y) fx‘y(X|y) = fx(x) fy x (v | ). lP’(\:j: y) =0, per<<) 3‘<y(x\yg es el I:jml';e deo 5-
® Probabilidad total: fx(x) = [ fv(y) fx|v(x]|y)dy. condicionar en {,V,, syt } cuando § — 0. Si
e Valor esperado fy(y) = 0, no esta definida.

Elg(X)| Y =y] = [ g(x)fx|v(x|y) dx.
® Esperanza total: E[X] = [E[X|Y = y] f(y) dy

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Condicional
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Ejemplo: una densidad sobre un triangulo, rebanada a rebanada

fx,v(x,y xyen0<x<y<1

Marginal de Y (franja horizontal, x € [0, y]):
fr(y) = foy 8xy dx = 4y>.

8xy  2x
fx\v(X\Y):m=*

7 0<x<y.

Eny=2:fx v(x|3)=8xen[0,1] (4rea 8- =1). v

Dos atajos que ahorran trabajo
® Como funcién de x, la condicional tiene la misma forma que
la conjunta (aqui, lineal en x): condicionar solo recorta el
soporte y renormaliza. Basta hallar la constante:
c 01/2xdx:1¢c:8.
Y 2 2
*EX|Y=y]=[]x- 2 dx = %, y por esperanza total

E[X] = fol 2 . 4y3dy = £ (sin calcular fx).

C. Lazo
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NIk

Izquierda: la rebanada en y = } recorre x € [0, 3]. Derecha: la condicional

(naranja, hasta 1) frente a la marginal fx(x) = 4x(1 — x) (azul).

Error clasico
fx|v(2]0,5) = 0 (fuera del soporte), pero fx|y(0,5]2) no
existe: fy(2) = 0.

MIT IDSS
6/ 28
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Independencia: la conjunta es el producto de las marginales

Definici6

X 1LY si fx,v(x,y) = fx(x) fr(y) para todo (x,y).
Equivalentemente, fx |y (x|y) = fx(x): saber Y no cambia la ley de
X.

Consecuencias (las mismas que en la Clase 5)

® E[g(X)h(Y)] = E[g(X)] E[A(Y)]; en particular

E[XY] = E[X]E[Y].
® Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
Fx,v(x,y) = Fx(x)Fy(y) (y al revés: derivando se recupera la
conjunta).
Funciones de variables independientes siguen siendo
independientes.

El test mas rapido: mira el soporte

Si la region donde fx,y > 0 no es un rectangulo (producto de
intervalos), no pueden ser independientes. Si lo es, aan hay que ver si
la férmula factoriza: x + y no; 6xy? = (2x)(3y?) si.

C. Lazo

x t x

ife

en el drado: X 1L Y ifc en el tria lo: no

En el cuadrado, la rebanada en x = 0,6 siempre recorre [0, 1]: fy | x = fy.

En el tridngulo, recorre [0,0,6]: fy | x(y | x) = % depende de x.

Ejemplo rapido

X ~ Unif(0,2), Y ~ Exp(1) independientes:
fx,y = 2e7¥ en [0,2] x [0, 00); E[XY] = 1;
P(X <1,Y <1)=1(1-e?) ~0,316.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Independencia
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Normales inde

/(11y, 0%) son independientes

C (x=px)? (y—uv)z}‘

fX,Y(X:Y) = 2roxay exp { 20_)2(

2
20%,

Las curvas de nivel son elipses con ejes paralelos a los de
coordenadas (circulos si ox = oy). Un término cruzado xy en
el exponente las inclinaria: eso seria dependencia (Clase 8).

Leer una conjunta: completar cuadrados

—1(ax®—8xtyR—
fioy = ce 347 —8xy?=6y+13) oo

42 —8x=4(x—1)2—4yy*—6y=(y -3 -9,

S T Ve

fX,Y =ce 2@/4 ¢ 21

X ~N(1,1), Y ~ N(3,1), independientes, c = Tll1 =1

Entonces P(X > 1,Y < 3) = 1 - 2 = % sin integrar nada.

ndientes: una campana en dos dimensiones

fror=fief: X~ N(L, 1), Y~ N3, 1) curvas de nivel: elip lelosaxey

0
N
A

La densidad conjunta de A/(1, }) y A(3, 1) independientes y sus curvas de

nivel, centradas en (1,3) y mas estrechas en x (ox = 1) que en y (oy = 1).

Lo que viene detras

Si X, Y son normales independientes, X + Y también es
normal (Clase 8) y por eso la inferencia con ruido normal
(Unit 7) es tan limpia.

BREIT - Aporta -
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© La regla de Bayes en cuatro versiones
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Bayes
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Una sola frase: posterior o< prior x verosimilitud

Las cuatro combinaciones (desconocido ©, observacién Y)

Y discreta Y continua
. po(0) Py |0y |6) po(0) fy oy |0)
© discreto
e Pe(9/)Py&e(Y\9’) ot Pe(g')fy&e(ﬂel)
5 fo(0) py |o(y | 0) fo(0) fy oy 0)

J fe(6”) py oy |07)do’ J fe(6") fy | o(y | 67) d6’

Se cambia PMF por densidad segiin la variable sea discreta o continua;
el denominador es siempre la probabilidad total de lo observado, y no
depende de 6.

Ejemplo (desconocido discreto, observacion continua)

Una pieza viene de la maquina A o B (mitad y mitad). Su medida
Y € [0, 1] tiene densidad 1 si viene de Ay 2y si viene de B. Observado
Y =08

P(B|Y =08)=1+2 5 —= :%z0,615.

C. Lazo

Ejemplo (desconocido discreto, ruido normal)

Se envia un bit X = £1 (equiprobable) y se recibe
Y =X+ W, W~ N(0,1). Las dos verosimilitudes
son campanas centradas en +1:

e~ (r=1?%/2

PX=11Y =)= oo

_ 1
T lte ¥’

P(X=1| Y=y)

fy | xt 1)
| ot v xUl -1

y observado

La posterior es una sigmoide: cruza 3 en y = 0 (donde las dos
campanas se cortan) y se acerca a 0 o 1 lejos del centro. Es el

Problema 3.

BREIT - Aporta -
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Bayes
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Desconocido continuo, observacion discreta: el sesgo de una moneda

El modelo

Q = probabilidad de cara, desconocida; prior Q@ ~ Unif(0, 1). Dado
Q = q, K = caras en n tiros es Bin(n, q):
pria(kla) = () d“(L—a)"

fo(q) P a(k | q)

() x g“(1—q)" "

fo k(g k) =

Un tiro, una cara (n =k =1)

1.
pr(1) = fol qdg =13, asi que fox(q|1) = Tg = 2q: la creencia se

inclina hacia sesgos altos. Media posterior 2 (antes era 1).

Tres nameros que resumen la posterior

Moda (MAP): k/n, la frecuencia observada. Media: &3 (regla de
Laplace), siempre mas cerca de % que la moda. Probabilidad de la
siguiente cara: la media posterior. Con n grande la posterior se

concentra.

R prior
k=1den=1
2des
7 de 10
20 de 30

fo1k(alk)

Posteriores o ¢*(1 — )"~ con la misma frecuencia ~ 2 y cada vez mas datos:
la campana se estrecha alrededor de 3. Densidades que valen 4 y 5: no son

probabilidades.

Es el anticipo de la Unit 7

Inferencia bayesiana: prior — datos — posterior; estimadores
MAP y de minimo error cuadratico (la media posterior).
Problema 2 de hoy.

BREIT - Aporta - Ml
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@ Distribuciones derivadas: funciones lineales y el método de la CDF
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Derivadas
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La densidad de Y = g(X): el método de la CDF (el que siempre funciona)

Receta

@ ldentifica el soporte de Y (qué valores puede tomar).

® Para cada y, traduce {g(X) < y} a un conjunto de valores de X
y calcula Fy(y) = P(g(X) < y) con Fx o integrando fx.

© Deriva: fy(y) = Fy(y). Chequea que integra 1.

Funciones lineales: Y = aX + b, a#0
Sia>0: Fy(y)=P(X < %) = Fx(y—;b) y derivando,

fr(y) = ﬁ fx(y%ab) (vale también si a < 0).

® X ~ Unif(0,1), Y =2X +3: fy =  en [3,5], es Unif(3,5).

® X ~N(p,0%):aX +b~N(ap+b,a°c%);cona=2 p=—L
sale Z ~ N(0,1). Es la demostracién de la estandarizacion.

® X ~Exp()), Y =aX con a> 0: Exp()\/a). Pero X +1 ya no
es exponencial.

C. Lazo

X ~ Unif(—1,2), Y = X2. El conjunto {g(X) < y} cambia de forma: para
y<les[—yy 7liparal <y < 4es[—1,,/7] (el brazo izquierdo ya se

acabé). Por eso Fy tiene dos tramos. Es el Problema 4.

Error clasico

“Sustituir”: fy(y) = fx(g~'(y)) sin més. Falta el factor
que mide cuanto estira o comprime g; y si g no es
monétona, falta sumar los tramos.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Derivadas
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Ejemplo completo: X ~ Unif(0,1), Y =X?y Y = —InX

2
—_— fLY=x
fx, X ~ Unif(0, 1)

Y = X2 (una densidad que explota)

Soporte [0,1]. Fy(y) =P(X* < y) =PB(X < /) = /Y. £z sreaen o, 1] 1
luego g

fy(y) ! 0<y<1 T

Y =35 = e

2\0
Tiende a oo en 0 (el cuadrado aplasta los valores o ‘ ‘ ‘
- 1 dy _ o 0,25 0,5 1
pequefios), pero fo 7 =1. y
2
IE[Y] fO Z\fdy - 3 IE[X ] La mitad de la masa de Y = X2 cae en [0, %] (porque X < % la
mitad de las veces). La densidad de Y no se parece a la de X:

Y = —In X (cémo se fabrican exponenciales) fransformar deforma 12 masa-
Soporte [0, ). Dos preguntas distintas
Fr(y)=P(-InX <y)=P(X>e”)=1-e"": Si solo quieres E[g(X)], no necesitas fy: usa la regla
Y ~ Exp(1). En general —3 In U con U uniforme es del valor esperado [ g(x)fx(x) dx. La densidad de Y
Exp()): asi simula una computadora tiempos exponenciales hace falta para probabilidades de Y o para
(banco, Reto+). describirla por completo.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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@ El caso monétono, el no monétono y funciones de varias variables
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La férmula del caso monétono: fy (y) = fx(h(y)) |h' (y)|

Teorema

Si g es estrictamente monétona y derivable, con inversa h = g~ !
entonces

dh

F () = (h) |5 )

en el soporte de Y. Demostracién: g creciente = Fy(y) = Fx(h(y)) y
se deriva (regla de la cadena); g decreciente = Fy(y) = 1 — Fx(h(y)).
y el signo menos se come el i’ < 0. Por eso el valor absoluto.

Por qué aparece ||: conservacién de masa

La masa fx(x) dx de un trocito dx se transporta al trocito

dy = |g'(x)| dx. Para que fy(y)dy = fx(x) dx, la densidad se divide
entre |g’(x)|, es decir, se multiplica por |h’(y)|. Donde g comprime, la
densidad sube; donde estira, baja.

Ejemplos en una linea

X ~Unif(0,1), Y =e*: h=1Iny, fy = L en [1,e]. X ~ Exp(1),

Y=eXify = = y2 n [1,00) (Pareto: media infinita).

Y =IhX: fy( )7fx(ey)ey.

<

C. Lazo
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Cuando g NO es monétona: partir y sumar

Para Y = X% Fy(y) = Fx(\/¥) — Fx(—=v¥) ¥
fy(y)= %\/@((—\ﬁx y>0.

Cada tramo monétono de g aporta un sumando (su
propia férmula monétona). Con X ~ A/(0,1):

fr(y) = e\/y?/y (chi-cuadrado con 1 grado de libertad).

3
< o5
~.. un brazo
solo brazo ™ Tmat————————————_
ol ; n n Y
o 1 2 3 4
y
X ~ Unif(—=1,2), Y = X2: fy = f en (0,1] y 517 en (1,4]. Usar la

formula mondtona con un solo brazo (morado) deja fuera un tercio de la

masa.

BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Monétono
ooe

Funciones de varias variables: maximo, minimo, cociente

La misma receta: traducir {Z < z} a una regién y medirla Exponenciales: el minimo suma tasas

Con X, Y independientes: X ~ Exp(A1), Y ~ Exp(A2) independientes:
* Maximo M = max{X, Y}: P(L> 1) = e™%'e™?, asi que L~ Exp(M + Aa) y
{M < m}={X<m}n{Y < m}, luego P(X < Y) = x%; El maximo no es exponencial.
Fu(m) = Fx(m)Fy(m). Es el Problema 5.

® Minimo L = min{X,Y}: {L> 1} ={X>I}n{Y >/},
luego P(L > 1) =P(X > I)P(Y > ).

® Cociente, distancia, suma: dibuja la regi6n 3

{(x,y) : g(x,y) < z} e integra la conjunta sobre ella (si es 2

uniforme, es un area). ) -
Dos uniformes independientes en [0, 1] 50

inut

Fu(m) = m?, fu=2m, E[M] = 2. B(L > I) = (1 - I)?, minaes
fL — 2(1 _ l) E[L] — l. Con Z = X/Y FZ(Z) —Zgz<1 y Dos combis con medias 10 y 15 min. El minimo (verde) es
L b i >v L E[z] 3: 0. Con n uniformes: Fu i m" - exponencial con media 6; el maximo (rojo) arranca en 0, sube y tiene
]E[M]ZZf n ' ' media 19: ya no tiene falta de memoria.

T ontle

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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@ Cinco problemas para resolver juntos
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Cdmo trabajaremos los cinco problemas

Cada problema ocupa un slide casi en blanco: lo desarrollamos juntos en la pizarra. La solucién escrita, paso a
paso, se comparte al final de la clase (versién completa de estos slides en OneDrive): hoy, atencién a la pizarra.

Los cinco problemas y la seccién de teoria que usan

® Romper un palo: densidad condicional, marginal y esperanza total (seccién 1).

® El sesgo de una moneda: Bayes con desconocido continuo y observacién discreta (seccién 3).

® Un bit entre ruido: Bayes con desconocido discreto y observacién normal; decidir y equivocarse (secciones
2y 3).

0 La densidad de Y = g(X): método de la CDF, formula moné6tona y caso no monétono (secciones 4 y 5).

® Dos combis: minimo y maximo de exponenciales independientes (secciones 2 y 5).

Antes de cada uno

Dibuja el soporte (o la grafica de g), decide qué es la conjunta y qué es la rebanada, y escribe la pregunta
como una probabilidad de un conjunto antes de integrar nada.

C. Lazo BREIT - Aporta - MIT IDSS
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Problema 1: romper un palo (densidad condicional)

Adaptado de “Stick-breaking” (Lecture 10, MIT 6.431x). Un palo de longitud 1 se rompe en un punto X ~ Unif(0, 1). El
trozo izquierdo, de largo X, se vuelve a romper en un punto Y uniforme en (0, X).

® Escribe fx,y(x, y) con su soporte, halla la marginal fy(y) y calcula E[Y] de dos maneras.

O Halla fx|y(x|y) y E[X|Y = y]. iDénde estuvo, en promedio, el primer corte si el segundo cay6 en y = %?




Problema 2: el sesgo de una moneda (Bayes con desconocido continuo)

Adaptado de “Inference of the bias of a coin” (Lecture 10, MIT 6.431x). La probabilidad de cara Q de una moneda es
desconocida; a priori Q ~ Unif(0, 1). Dado Q = g, los tiros son independientes con probabilidad g de cara. Se lanza n = 3

veces y salen k = 2 caras.
©® Halla la posterior fg | k(g |2) y sumoda (el estimador MAP).
O Calcula la media posterior E[Q | K = 2] y la probabilidad de que el cuarto tiro sea cara. Compara con la frecuencia

observada 2.




Problema 3: un bit entre ruido (Bayes con desconocido discreto y observacién continua)

Se transmite un bit X € {+1, —1} con P(X = 1) = P(X = —1) = 1. El receptor observa Y = X + W, donde el ruido
W ~ N(0, 1) es independiente de X.

® HallaP(X =1|Y = y) y simplificala. Evaliaen y =05y eny = 2.

O El receptor declara “1” cuando P(X = 1| Y = y) > 1. ;Qué regla resulta? Calcula la probabilidad de error. ;Cémo
cambia si oy = 17




Problema 4: la densidad de Y = g(X) (monétono y no monétono)

X
® Sea X ~ Unif(0,1) e Y = T Halla fy por el método de la CDF y vuelve a hallarla con la férmula del caso
mondtono. Calcula la mediana de Y y E[Y].

O Sea X ~ Unif(—=1,2) e Y = X2. Halla Fy y fy (cuidado: g no es monétona y hay dos tramos). Comprueba que fy
integra 1 y que E[Y] = E[X?].




Problema 5: dos combis (minimo y maximo de exponenciales independientes)

En un paradero pasan dos lineas de combi que te sirven igual. El tiempo hasta la siguiente de la linea 1 es X ~ Exp(A1)
con media 10 min; el de la linea 2 es Y ~ Exp(A2) con media 15 min; X e Y son independientes.

® Sea L = min{X, Y} tu tiempo de espera. Halla P(L > t), identifica la distribucién de L y calcula E[L]. Calcula
P(X < Y): la probabilidad de que la primera en pasar sea la de la linea 1.

O Sea M = max{X, Y} el instante en que ya pasaron ambas. Halla Fy y fy, calcula P(M < 10) y E[M] por el camino
mas corto.
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Resumen de la Clase 7

Lo que hay saber hacer

© Densidad condicional fx |y = fx y/fy: cortar y renormalizar; regla de multiplicacién, probabilidad total
y esperanza total con integrales.

® Independencia: fx y = fxfy en todo el plano; mirar primero el soporte; consecuencias (E[XY],
varianzas, CDFs); normales independientes (completar cuadrados).

© Bayes en cuatro versiones: posterior oc prior X verosimilitud, con PMFs o densidades; el denominador
es la probabilidad total. El sesgo de la moneda (o ¢*(1 — ¢)"~%, MAP % media %) y el bit entre
ruido (sigmoide, umbral, error con ).

0 Distribuciones derivadas: funciones lineales (Ti‘fx('%b)) el método de la CDF (siempre), la formula
del caso monétono fx(h(y))|h (y)| y partir en tramos cuando g no es monétona.

© Varias variables: maximo — producto de CDFs; minimo — producto de colas; cociente y distancia —
regiones. Minimo de exponenciales = exponencial con la suma de tasas.

Errores clasicos de esta unidad

Confundir la condicional con la conjunta - declarar independencia sin mirar todo el soporte - usar la
verosimilitud como si fuera la posterior - “sustituir” sin el jacobiano - olvidar el valor absoluto - aplicar la
férmula monétona a x? - promediar medias para el minimo.

Siguiente clase (Clase 8)

Unit 6, L12 y L13: suma de independientes (convolucién), covarianza y correlacién, y la esperanza
condicional como variable aleatoria (ley de la varianza total). Con eso se cierra el material del Midterm 2.
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jGracias!
Clase 7 — Bayes continuo, independencia y distribuciones derivadas (6.431x, Units 5 y 6)
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